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L'objectif principal de la présente recherche est de réaliser une étude critique 
des méthodes de prédiction des composantes physiques de la traînée de pression en 
régime transsonique à partir de solutions discrétisées des équations d'Euler. Plus 
spécifiquement, les objectifs sont: 
1. modifier un code d'Euler existant pour traiter des écoulements bi-dimensionnels 
et tri-dimensionnels a h  d'améliorer la qualité des solutions, condition essen- 
tielle pour faire une analyse pertinente de la décomposition et de la prédiction 
de la traînée de pression; 
2. identifier les méthodes de prédiction de la traînée de pression dans la lit térature; 
3. déterminer les avantages et désavantages de chaque méthode; 
4. avancer les connaissances au niveau de la compréhension des phénomènes reliés 
à la décomposition et la bonne évaluation de la traînée de pression. 
Étant donné que le calcul de la traînée dépend de la qualité de la solution de 
l'écoulement, un effort a été apporté à l'amélioration et à l'optimisation du code 
d'Euler mis à la disposition de l'auteur de ce mémoire au début du projet. Plusieurs 
aspects de la formulation ont été considérés tels que: les conditions aux frontières, la 
viscosité artificielle, le schéma numérique de résolution, et le schéma d'interpolation. 
Les composantes de la traînée pour un écoulement réel autour d'une aile sont la 
traînée de pression et la traînée visqueuse. La traînée de pression peut être séparée 
en traînée induite e t  d'onde. Étant donné l'ampleur du problème, la présente étude 
se limite aux écoulements non visqueux représentés par les équations d'Euler. Ceci 
restreint l'étude à 1a traînée de pression et ses composantes, induite et d'onde. 
Dans un premier temps, les écoulements bi-dimensionnels ont été étudiés puisque 
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la seule composante de la traînée de pression est la traînée d'onde. Les calculs con- 
cernent le profil NACA 0012 pour lequel il existe de nombreux résultats numériques 
et expérimentaux. A h  d'évaluer les méthodes de prédiction de la traînée d'onde: 
l'iduence de nombreux paramètres influençant la solution comme le type de mail- 
lage, le nombre de points, le nombre de Mach, l'angle d'attaque et le niveau de vis- 
cosité artificielle a été examinée. La qualité de la solution discrétisée de l'écoulement 
a été également étudiée. Elle se mesure par la distribution de l'entropie dans 
l'écoulement puisqu'il existe une relation directe entre la traînée d'onde et la pro- 
duction d'entropie. 
En se basant sur l'expérience acquise en écoulements bi-dimensionnels, l'étude 
s'est ensuite élargie aux écoulements tri-dimensionnels. Dans ce cas, la traînée in- 
duite s'ajoute à la traînée d'onde et il est souhaitable de distinguer l'une de l'autre. 
Les calculs tri-dimensionnels traitent de deux des cas trouvés dans la littérature 
pour lesquels il existe des résultats numériques et expérimentaux dans la littérature. 
L'aile ONERA M6 et une aile à distribution de corde elliptique ont été traitées. 
L'influence de la qualité de la solution au niveau de la distribution de l'entropie 
et des paramètres de l'écoulement sur la prédiction de la traînée a été également 
étudiée pour les cas tri-dimensionnels. 
En ce qui a trait à la précision, cette étude démontre clairement qu'il n'y a 
aucun avantage à utiliser des méthodes de prédiction de la traînée dites de champ 
éloigné par rapport à la méthode basée sur la simple intégration de la pression 
sur la surface du corps. En effet, il n'y a pas de différence significative entre 
les résultats obtenus avec la relation d'oswatitsch, une intégration de la quan- 
tité de mouvement et l'intégration de la pression sur la surface du corps en au- 
tant que les surfaces d'intégration sont choisies adéquatement et que le niveau de 
fausse entropie est faible. La méthode d'intégration de volume de Garabedian sous- 
estime systématiquement la traînée d'onde et de façon significative. La  relation 
d70swatitsch permet de distinguer la traînée induite de la traînée d'onde dans le 
cas des écoulements tri-dimensionnels. De plus, si elle est appliquée directement 
sur l'onde de choc, la prédiction de la traînée ainsi obtenue est beaucoup moins 
sensible à la production de fausse entropie généralement observée dans Les solutions 
discrétisées des équations d'Euler . 
De nouvelles méthodes de prédiction de la traînée sont proposées dans ce tra- 
vail. La traînée de pression peut se calculer avec l'intégration de la pression de 
surface à laquelle on soustrait une correction qui tient compte des contributions en 
traînée de la viscosité artificielle et de la fausse entropie présente dans l'écoulement. 
Une nouvelle méthode de prédiction de la traînée induite est également proposée. 
Elle utilise l'intégration de la pression de surface et la relation d70swatitsch intégrée 
sur des surfaces appropriées. Elle a comme avantage d'être basée sur une formula- 
tion exacte, d'être facile à implanter et d'être insensible au niveau de raffinement 
du maillage. 
ABSTRACT 
The main objective of this work is to study arid assess the prediction of the 
physical components of pressure drag based on discretised Euler solutions of tran- 
sonic flows. More specifically, the objectives are: 
1. modify an existing Euler code that will solve two-dimensional and three-dimen- 
sional flows in order to improve the quality of the solutions, essential require- 
ment for a pertinent analysis of the decomposition and the prediction of pressure 
2. identify the pressure drag prediction methods in the literature; 
3. determine the advantages and disadvantages of each method; 
4. enlarge the knowledge in the understanding of the phenomena related to the 
decomposition and good evaluation of pressure drag. 
Since drag calculations depend upon the quality of the flow solution, an effort was 
made on the optimization and improvement of the Euler code supplied to the author 
of this master's thesis at the beginning of the project. Many aspects of the code 
were revised: the boundary conditions, the artificial viscosity, the numerical scheme. 
and the interpolation scheme. 
The physical components of drag for a real flow are the pressure drag and the 
viscous drag. The pressure drag can be separated into induced drag and wave drag. 
In view of the size of the problem, the present study will pertain to inviscid flows 
only, represented by the Euler equations. This restricts the study to the pressure 
drag with its components the induced and wave drags. 
Firstly, two-dimensional flows were studied since the only component of the 
pressure drag is the wave drag. The results pertain to the NACA 0012 airfoil for 
which exist a considerable quantity of numerical and experimental data in the Litera- 
tue .  Many flow solution parameters that influence the drag-prediction met hods are 
examined. For instance, the type of computational grid, the number of points, the 
Mach number, the angle of attack, and the level artificial viscosity. The influence of 
the quality of the flow solution was also assessed. It is measured by the distribution 
of entropy production in the flowfield since there is a direct relation between the 
wave drag and entropy production. 
Using the experience acquired for two-dimensiond flows, The study carries on 
with three-dimensional flows. The induced drag is added to the wave drag and it is 
desirable to distinguish one from another. Two of the cases found in the literature 
which have numerical and experimental data are andyzed. The ONERA M6 wing 
and an elliptic wing are studied as well as the flow parameters. 
This study cleârly demonstrate that there is no advantage in using far-field 
methods in t e m s  of accuracy with respect to body-surface pressure integration. No 
significant differences are noted among the drag predictions based on Oswatitsch's 
expression, a mornentum-flux integral, and a simple body-surface pressure integra- 
tion, provided appropriate integration surfaces are selected and false entropy pro- 
duction near the body surface is negligible. The application of Garabedian's volume 
integration leads to significantly lower wave-drag estimates than the predictions 
based on the ot her expressions. Oswatitsch's expression al low the distinction of the 
wave drag and induced drag in three-dimensional flows. Furthermore, if it is applied 
on a surface containing only the shocks, it is less sensitive to high levels of spurious 
entropy production since the drag contribution associated wit h spurious entropy 
production is eliminated. 
New drag prediction methods are finally proposed in this study. Pressure drag 
can be calculated using the body-surface pressure integration with a correction pro- 
cedure which takes the contribution of the artificid viscosity and the false entropy 
production into account. A new induced-drag prediction method is also proposed. 
It uses the body-surface pressure integration and Oswatitsch's expression integrated 
over a suitable surface. The advantages of this new method is that it uses no simpli- 
Sing assumption, it is simpler to implement, and it is insensitive to grid refinenent. 
xii 
DÉDICACE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  iv 
REMERCIEMENTS . . . . . . . . . - . . . - . . . . . . . - . . . - . . . v 
RÉSUMÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  vi 
ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ix 
TABLE DES MATIÈRES . . . . . . - . . . . . . . . . . . - - . . . . - . xii 
LISTE DES FIGURES . . . . . . . . - . . . . . . . . - - . - . . - - . - . xv 
LISTE DES TABLEAUX . . . . . . - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xvii 
LISTE DES SYMBOLES . . . . . . - . . . . . . . . . - . . . - . . . . . miii 
LISTE DES ANNEXES . . . . . . . - . . . . . . . . . - . - . . . . . . . xxi 
CHAPITRE 1: Introduction. . . . - . . . . . . . . . . . - . . - . . . . 
1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . - . - . . . . . . . - . - - . . . . . . 
1.2 Objectifs du travail . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . - . . . . . 
1.3 Travaux antérieurs . . . . . . . . - . . . . . . . . . - . - . - - . . - . 
1.4 Plan du mémoire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . . . . . 
CHAPITRE II: Calcul de l'écoulement non visqueux . . . . . . . . 6 
2.1 Code d'Euler original . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - . . . 7 
2.1 Modifications aü code d'Euler - . . . . . . . . . . . . - . - . . . . 7 
2.2.1 Schéma numérique de résolution . . . . . . . . . . . . . . . 8 
2.2.2 Extrapolation de la pression à la paroi solide . . . . . . . 8 
2.2.3 Schéma d'interpolation . - . . . . . . . . . . . . - . - . . . . 9 
2.2.4 Conditions aux frontières à l'infini . . . . . . . . . . . . . . 11 
2.2.5 Viscosité artificielle . . . - . . . . . . . . . - . . . . - . . . . I I 
... 
xlll 
CHAPITRE III: Calcul de la traînée des profils aérodynamiques 12 
3.1 Méthodes de prédiction de la traînée d'onde . . . . . . . . . . .  13 
. . . . . . . . . . . . . .  3.2 Application aux profils aérodynamiques 16 
3.3 Nouvelle méthode de correction de la traînée de pression . . .  21 
CHAPITRE IV: Calcul de la traînée des ailes . . . . . . . . . . . .  23 
4.1 Méthodes de prédiction de la traînée d'ailes . . . . . . . . . . . .  24 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  4.1.1 Composantes de la traînée 24 
. . . . . . . . . . . .  4.1.2 Mécanisme de production d'entropie 25 
4.1.3 Traînée d'onde à l'aide de la relation d70swatitsch . . .  35 
4.1.4 Traînée induite par intégration de l'écoulement transversal 26 
4.2 Nouvelle méthode de prédiction de la traînée induite . . . . . .  27 
4.3 Application aux ailes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  29 
4.3.1 Comparaison entre les méthodes de champ rapproché et 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  éloigné 30 
. . . . . . . . . . . .  4 - 3 2  Mécanisme de production d'entropie 31 
4.3.3 Prédiction de la traînée induite et d'onde . . . . . . . . .  34 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  CHAPITRE V: Conclusion 36 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  5.1 Résumé du mémoire 36 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  5.3 Contributions de ce mémoire 31 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  5.3 Recommandations 39 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  BIBLIOGRAPHIE 40 
# 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ANNEXES 43 
LISTE DES FIGURES 
2.1 Distances pour l'extrapolation de la pression à la paroi. . . . . 
Définition de la surface d'intégration sur le choc. . . . . . . . . 
Contours d'entropie - n/l, = 0.85, cr = 0.0, maillage O 160 x40.  
Entropie à la surface - Mm = 0.85, a = 0.0, maiilage O 160 x 40. 
Traînée en fonction de la distance d'intégration - M, = 0.85, 
a = 0.0, maillage O 160 x 40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Traînée en fonction de la distance d'intégration - M, = 0.78, 
a = 0.0, maillage O 160x40. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Traînée en fonction de la distance d'intégration - M, = 0.85, 
a = 0.0, maillage O 160 x 40, avec fonction de poids. . . . . . . 
Trainée en fonction de la distance d'intégration - M, = 0.78, 
a = 0.0, maillage O 160 x40, avec fonction de poids. . . . . . . 
4.1 Définition de la surface d'intégration pour l'évaluation de CD;. . 
4.2 Définition de la surface d'intégration pour l'évaluation de D,. . 
4.3 Variation de la prédiction de la traînée en fonction de la dis- 
tance d'intégration à l'infini - aile Xt = 1.0 à M, = 0.2 e t  
a = 0 . 0  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4.4 Variation de la prédiction de la traînée en fonction de la dis- 
tance d'intégration à l'infini - aile Xt = 1.0 à M, = 0.85 et 
a=o .o  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4.5 Variation de la prédiction de la traînée en fonction de la dis- 
tance d'intégration derrière le bord de fuite - aile Xt = 1.0 à 
M, = 0.8 et a = 4.0, maillage raffiné . . . . . . . . . . . . . . 33 
4.6 Variation de la prédiction de la traînée en fonction de la dis- 
tance d'intégration derrière le bord de fuite - aile X; = 1.0 à 
M, = 0.8 et a = 4.0, inaillage grossier . . . . . . . . . . . . . . 33 
XVI 
LISTE DES TABLEAUX 
3.1 Résumé des prédictions de traînée - maillage O 160 x 40. . . . 19 
3.2 Influence du rdnement  du maillage - M, = 0.85,cr = 0.00. . 21 
4.1 Cceficients de traînée p ~ u r  i'aile Xt = 1.0 à 1, = 0.8 and 
a r = 4 . 0 ° .  . . . . . . . . . . . - .  . - .  - .  . . . . . . . . . . - .  34 
xvii 
LISTE DES SYMBOLES 
surface de l'aile servant au calcul des coefficients de traînée 
coefficient de t rainée t O t ale 
coefficient de traînée d'intégration de volume de Garabedian 
coefficient de traînée induite basé sur l'intégration de l'écoulement 
transversal 
coefficient de traînée induite basé sur la nouvelle méthode de calcul 
coefficient de traînée basé sur une intégration de l'écoulement 
transversal 
coefficient de traînée basé sur un bilan de quantité de mouvement 
coefficient de traînée basé sur un bilan de quantité de mouvement 
avec contri but ion de la viscosité artificielle 
coefficient de traînée basé sur la relation d70swatitsch 
coefficient de traînée basé sur la relation d'oswatitsch 
intégrée sur l'onde de choc 
coefficient de traînée par intégration de pression 
coefficient corrigé de traînée par intégration de pression 
traînée induite basée sur la théorie de la ligne portante de Prandtl 
coefficient de traînée basé sur la reiation d'oswatitsch exacte 
coefficient de traînée basé sur la relation d'oswatitsch exacte 
intégrée sur l'onde de choc 
somme de CDS et CD, 
coefficient de traînée relié à la fausse traînée 
coefficient de traînée d'onde 
coefficient de traînée associée à la viscosité artificielle 
coefficient de portance 
corde du profil 
xviii 
ct e constante 
C, chaleur spécifique à volume constant 
Di traînée induite 
D, traînée associée i~ la production d'entropie 
D" fausse traînée associée à la fausse entropie 
D, traînée d'onde 
D, traînée associée à la viscosité artificielle 
d distance entre le bord de fuite et la surface d'intégration 
e énergie interne 
H enthalpie d'arrêt 
- 
2 vecteur unitaire dans la direction de I'écoulement 
M, nombre de Mach à l'infini 
fi vecteur unitaire normal à une surface d'intégration 
P pression 
4 vitesse 
vitesse dans la direction normale 
G vitesse dans la direct ion tangentielle 
R constante des gaz parfaits 
S surface d'intégration dans le champ éloigné 
S' surface d'intégration pour l'évaluation de Co,+, 
SB surface du corps 
Sr plan perpendiculaire normal non-perturbé à l'écoulement dans 
le sillage 
Etshok surface d'intégration près de l'onde de choc 
d S  élément de surface 
s entropie spécifique 
As saut d'entropie spécifique 
température 
vitesse à l'infini 
composante de la vitesse dans la direction de l'écoulement 
à l'infini (horizontale) 
volume d'intégration 
élément de volume 
composante de la vitesse dans la direction de l'envergure 
composante de la vitesse dans la direction verticale 
angle d'attaque 
rapport des chaleurs spécifiques 
fonction de courant 
densité 
tenseur des contraintes reliées à la viscosité artificielle 
vorticité 
indice indiquant une valeur à l'infini 
quantité positive reliée à l'entropie 
LISTE DES ANNEXES 
ANNEXE 1 
Airfoi1 Wave-Drag Prediction Using Euler Solution of Transonic Flows . . . . 43 
ANNEXE II 




La portance et la traînée sont deux grandeurs aérodynamiques importantes in- 
fluençant le design d'aéronefs. De nos jours, le domaine de la mécanique des fluides 
numérique prédit la portance avec une précision acceptable mais la prédiction de la 
traînée n'est pas encore tout à fait maîtrisée. Prédire la traînée avec précision s'avère 
être essentiel pour l'évaluation des performances ou la réduction de la consommation 
de carburant d'un avion. De plus, connaître la traînée totale d'un aéronef n'est pas 
suffisant pour le design, il faut également connaître les composantes physiques de 
la traînée afin de modifier les géométries de l'aéronef adéquatement. Une façon de 
séparer la traînée totale en ses composantes consiste à la séparer en traînée visqueuse 
et de pression, cette dernière pouvant être séparée en traînée induite et d'onde. Il 
existe d'autres façons [21] mais celle-ci est la plus populaire en aérodynamique. 
Cette séparation de la traînée totale en traînée visqueuse, induite et  d'onde se 
base sur les mécanismes physiques produisant la traînée d'un corps. L a  composante 
visqueuse est due à la friction du fluide sur la paroi du corps c'est-à-dire à la couche 
limite. On la nomme aussi traînée de couche limite ou de forme. Cette traînée 
visqueuse a aussi une composante de pression due à la modification du champ de 
pression par la couche limite. La composante induite est causée par les effets tri- 
dimensionnels d'une aile d'envergure finie. La différence de pression qui existe entre 
l'intrados et l'extrados d'une aiIe en condition de portance a pour effet d'induire 
une vitesse transversale qui cause des tourbillons se formant au bout de l'aile. Ils 
sont responsables de la traînée induite qui n'a qu'une composante de pression. La  
composante dite d'onde est due à la présence des ondes de choc dans les écoulements 
transsoniques et supersoniques. La traînée d'onde se manifeste sous la forme d'une 
force de pression seulement. 
Le choix de la modélisation de l'écoulement a une influence directe sur les pos- 
sibili tés de prédire la traînée et les méthodes appropriées pour la calculer. La traînée 
visqueuse ne se calcule qu'avec des modèles basés sur les équations de Navier-Stokes 
ou les modèles à interaction entre un écoulement non visqueux et une couche lim- 
ite. Les méthodes de prédiction de la traînée varient selon le modèle mathématique 
choisi. Par exemple, avec les équations d'Euler (choc avec conservation de quantité 
de mouvement), la traînée d'onde est reliée à la production d'entropie à travers le 
choc tandis qu'avec les équations à potentiel (choc isentropique), elle est associée au 
saut de quantité de mouvement à travers le choc [l'il. 
Étant donné l'ampleur du problème, la présente étude se limite aux écoulements 
non visqueux et compressibles représentés par les équations d'Euler. Il reste donc à 
étudier la traînée de pression et ses composantes, induite et d'onde. 
1.2 Objectifsdu travail 
L'objectif principal de ce travail est de réaliser une étude critique des méthodes de 
prédiction des composantes physiques de la traînée de pression en régime transsonique 
à partir de solutions discrétisées des équations d'Euler . Plus spécifiquement, les ob- 
jectifs sont: 
1. modifier un code d'Euler existant pour traiter des écoulements bi-dimensionnels 
et tri-dimensionnels afin d'améliorer la qualité des solutions, condition essen- 
tielle pour faire une analyse pertinente de la décomposition et de la prédiction 
de la traînée de pression; 
2. identifier les méthodes de prédiction de la traînée de pression dans la littérature; 
3. déterminer les avantages et désavantages de  chaque méthode; 
4. avancer les connaissances au niveau de la compréhension des phénomènes reliés 
à la décomposition et la bonne évaluation de la traînée de pression. 
1.3 Travaux ant érieurs 
L'évaluation expérimentale de la traînée est, en général, obtenue à l'aide de balances 
aérodynamiques. Cet te technique étant difficile à maîtriser: les aérodynamiciens ont 
développé des techniques de mesure indirecte de  la traînée basées sur l'analyse de  
sillage des corps. Citons par exemple, les travaux de Betz [l] et Maskell [IO] reliés 
à la mesure indirecte de la traînée induite et de forme. Des améliorations ont  aussi 
été apportées récemment à ces techniques par Wu et  al [24] et Brune et Bogataj [2]. 
En mécanique des fluides numérique, la traînée est, en général, évaluée directe- 
ment en intégrant les efforts de pression et de friction sur le corps à l'étude. Ceci 
est l'équivalent numérique de la balance aérodynamique et ne donne que la trainée 
totale. Les évaluations de traînée ainsi obtenues sont, en général, insatisfaisantes au 
niveau de la pression. En mécanique des fluides numérique, on a donc commencé 
à utiliser les méthodes d'analyse de sillage ou, dites de champ éloigné, développées 
par les expérimentalistes afin d'analyser la traînée plus efficacement. 
En général, la traînée induite d'une aile d'envergure finie se calcule par l'analyse 
des vitesses transversales des tourbillons de bout d'aile. Cet te méthode remonte aux 
travaux de Betz e t  Maskell. Les travaux de Lock [9], van der Vooren et Sloof [21]; van 
Dam PU7 191, Cummings et al [3], Yu et al [25] e t  Janus et Chatterjee [SI l'utilisent 
avec succès. La théorie de la ligne portante de Prandtl a aussi été développée pour le 
calcul de la traînée induite. Elle est souvent utilisée comme référence pour évaluer 
la précision des résultats obtenus en mécanique des fluides numérique puisqu7elle 
est facile à appliquer et donne de bons résultats surtout dans le cas d'une aile 
elliptique. Une méthode numérique alternative de  prédiction de la traînée utilise 
cette théorie [12]. 
À l'heure actuelle, il n'existe pas de méthode analytique de prédiction de la 
traînée d'onde pour les écoulement transsoniques. De plus' il n'existe pas de tech- 
nique expérimentale permettant de la mesurer directement. On doit donc avoir re- 
cours aux méthodes numériques pour I'évaluer. Les chocs présents dans les solutions 
des équations d'Euler ou de Navier-Stokes ne sont pas isentropiques de sorte que la 
relation d70swatitsch [14] peut être utilisée pour l'évaluation de la traînée d'onde. 
Elle relie la traînée d'onde à la production d'entropie à travers les ondes de choc. La  
plupart des méthodes d'évaluation de la traînée d'onde trouvées dans ta littérature 
sont basées sur la relation d'0swatitsch. Une autre méthode a été développée, suite 
à l'idée de Garabedian [4] de relier l'entropie à la viscosité artificielle présente dans 
les c~des  numériques. 
Dans la littérature qui traite la prédiction de la traînée par la mécanique des 
fluides numérique, les méthodes de champ éloigné ou di tes "farfield" sont considérées, 
de façon unanime, plus précises que les méthodes d'intégration de la pression ou dites 
de champ rapproché (%eafieldV). Lock [9] e t  van Dam et al. [19] attribuent cette 
imprécision à L'évaluation d'une petite quanti t é  par la soustraction de deux beaucoup 
plus grandes quantités, la traînée et la poussée. Cummings et ai. [3] l'associent à la 
nécessité d'approximer la surface incurvée d'une aile par des surfaces planes. Yu et 
al. [25] prétendent que les méthodes de champ rapproché ne donnent des résultats 
acceptables que pour des solutions suffisamment convergées et sur des maillages 
assez raffinés. Enfin, van Dam et ses collègues [19, 201 attribuent l'imprécision des 
méthodes de champ rapproché à la viscosité artificielle des codes numériques. 
4 Plan du mémoire 
Le Chapitre II présente la première partie du travail qui consiste à calculer l'écoule- 
ment non visqueux. Cette partie porte tout particulièrement sur le travail effectué 
sur le code d'Euler mis à la disposition de l'auteur de ce mémoire au début du  projet. 
Les Chapitres III et IV consistent en une synthèse de l'étude de 1a traînée dont les 
fruits du travail o r t  été soumis sous la forme de deux articles dans des journaux 
techniques. Ces articles sont reproduits en annexe. Finalement le Chapitre V 
résume les conclusions du projet de recherche. 
CHAPITRE n 
Calcul de l'écoulement non visqueux 
En mécanique des fluides numérique, l'étude des forces aérodynamiques d'un 
corps immergé dans un fluide nécessite, a priori, que l'on modélise l'écouiement 
autour de ce corps. Étant donné que la présente étude sur la prédiction de la traînée 
se limite aux écoulements compressibles non visqueux, les équations d'Euler ont été 
choisies pour les modéliser. Plusieurs facteurs ont orienté ce choix. La vorticité: 
qui est très importante dans l'analyse de la traînée, est mieux modélisée par les 
équations d'Euler que par les équations à potentiel [20]. De plus, l'éventail des cas 
possibles à étudier ne se limite pas aux cas avec ondes de choc faibles, une contrainte 
des modèles utiLisant les équations à potentiel. 
A h  de réaliser une étude pertinente sur la prédiction de la traînée, il est 
d'autant nécessaire d'obtenir des solutions d'écoulement de qualité. Un effort con- 
sidérable a donc été apporté à l'amélioration du code d'Euler fourni a u  début du 
projet. Ce chapitre présente sommairement le travail qui a été accompli sur cet 
aspect. On y présente tout d'abord le code d'Euler original et ensuite les modifica- 
t ions: 
a au schéma numérique de résoiution, 
0 à l'extrapolation de la pression à Ia paroi solide, 
0 au schéma d'interpolation, 
a aux conditions aux frontières à l'infini, et 
0 à la viscosité artificielle. 
2.1 Code d'Euler original 
Le code d'Euler original fourni au début du projet [L5] résout les équations d'Euler 
tri-dimensionnelles compressibles autour d'ailes d'envergure finie. L'hypothèse d'ho- 
moénergicité ( H  = d e )  est utilisée pour accélérer les calculs puisqu'il n'est ainsi pas 
nécessaire de solutionner l'équation d'énergie. Le domaine de calcul est discrétisé 
par un maillage structuré de type O-H. 
Le schéma de calcul numérique est de type cent ré, ou "cell-centered" , par vol- 
umes finis avec viscosité artificielle du deuxième e t  du quatrième ordre [6]. Les 
équations sont résolues explicitement dans le temps avec un intégrateur Runge- 
Kutta qui utilise un pas de temps calculé localement au lieu d'un pas de temps 
global. Un accélérateur multi-grille [5] est aussi utilisé pour améliorer la vitesse de 
convergence. 
2.2 Modifications au code d'Euler 
La version du code d'Euler utilisée dans ce travail pour obtenir les prédictions de 
traînée est bien différente de la version originale [15]. Le code tri-dimensionnel a tout 
d'abord été transformé en code bi-dimensionnel pour réaliser efficacement l'analyse 
de la traînée sur les profils aérodynamiques. Afin d'obtenir des solutions cohérentes, 
la version bi-dimensionnelle a été optimisée en se basant surtout sur les publications 
de Jameson [5, 6, 71. Les modifications étant terminées, la nouvelle formulation a 
été implantée en trois dimensions remplaçant ainsi l a  version originale. C'est cette 
nouvelle version tri-dimensionnelle qui a servie à analyser la traînée des ailes. Cette 
section présente les plus importantes modifications apportées à la version originale. 
2.2.1 Schéma numérique de résolution 
Le schéma numérique du code origind est du type hybride [la]: (i) les équations 
d'Euler soot résolues dans le temps à l'aide d'un intégrateur Runge-Kutta du cin- 
quième ordre au départ, I'accélérateur multi-grille étant en fonction; (ii) lorsque 
l'accélérateur multi-grille devient inefficace, le schéma numérique passe en mode 
simple grille avec un intégrateur Runge-Kut ta d'ordre trois. La construction des 
équations discrétisées du code original est réalisée volume de contrôle par volume de 
contrôle: l'opérateur spatial [BI, incluant les flux de convection et de diffusion ar- 
tificielle; est calculé successivement pour chaque volume de csritrôle du domaine de 
calcul. Cette stratégie nécessite peu d'espace mémoire, mais elle est très inefficace. 
La construction des équations discrétisées du nouveau code est de type surface 
de contrôle par surface de contrôle: les flux de convection et de diffusion artificielle 
sont calculés de surface de contrôle en surface de contr8le et les opérateurs spa- 
tiaux sont ensuite assemblés pour tout le domaine. Ce type de construction est 
très rapide. Étant donné que la présente étude ne s'intéresse qu'aux solutions con- 
vergées et jugeant l'accélérateur rnulti-grille du code original pas trés efficace. il est 
donc complètement absent de la version actuelle. De plus, des tests chronométrés 
ont indiqué que l'intégrateur Runge-Kutta du cinquième ordre donne une solution 
convergée plus rapidement que ceux du troisième ou quatrième ordre. 11 implique 
plus d'étapes intermédiaires que les autres intégrateurs mais la solution converge 
beaucoup plus rapidement. L'intégrateur 
utilisé. 
2.2.2 Extrapolation de la pression à 
du cinquième ordre est donc toujours 
la paroi solide 
Le flux de convection à la paroi solide n'est composé que de la pression de surface. 
La pression associée à une cellule adjacente à la paroi est calculée en son centre' 
il faut donc extrapoler la pression pour en obtenir à la surface du corps. Il existe 
diverses façons trouvées dans la littérature mais la plus simple consiste à effectuer 
une extrapolation linéaire 
Dans le code original, la pression à la surface du corps est évaluée par extrap- 
olation linéaire de la façon suivante: 
où la constante a été fixée à 1,433 pour toute la surface du corps. Les variables pi et 
p2 sont les pressions au centre des volumes de contrôle, adjacents à la paroi. Comme 
la distance entre le premier et le deuxième point de maillage n'est pas constante 
le long du corps, cette procédure conduit à des imprécisions. Dans certains cas7 
surtout près du bord d'attaque, la pression de surface devient négative. 
Pour remédier à ce problème, la valeur de la constante est calculée à chaque 
station de la surface du corps à la première itération de la résolution pour tenir 
compte de la variation de la géométrie du  maillage le long du corps. Une simple 
extrapolation linéaire est effectuée en tenant compte des distances entre le centre 
des deux cellules adjacentes et la paroi: 
où d2 est la distance entre le centroïde du volume de contrôle adjacent à la paroi et 
la paroi même; dl est la distance entre le centroide du volume de contrôle adjacent 
à la paroi et le volume de contrôIe voisin (voir Fig.3.1). 
Cette simple modification de l'extrapolation de la pression à la paroi n'a pas 
modifié les valeurs de portance et de traînée de façon significative. Par contre, aucun 
cas de pression négative près de la paroi n'a été observé par la suite. 
2.2.3 Schéma d'interpolation 
Dans le calcul des flux aux surfaces des volumes de contrôle, les valeurs des vitesses, 
de pression et de flux de masse sur ces surfaces sont nécessaires. Ces propriétés 
Figure 2-1 Distances pour l'extrapolation de la pression à l a  paroi. 
aux surfaces des volumes de contrôle doivent être calculées à partir des valeurs au 
centroide des volumes de contrôle 161. Dans le code original, ceci est fait de la façon 
suivante: 
D'après une analyse en séries de Taylor, ceci nous conduit à une précision du 
deuxième ordre sur la densité mais d'ordre O sur Les autres propriétés. Afin d'avoir 
une précision du deuxième ordre sur toutes Ies évaluations des propriétés aux surfaces 
des volumes de contrôle, on doit utiliser la technique proposée par Jameson [6]. Par 
exemple, les composantes en u de la vitesse, du flux de masse et la pression sont: 
En plus d'obtenir une précision du deuxième ordre, cette approche a un effet 
notoire: l'accélération de la convergence. 
2.2.4 Conditions aux frontières à l'infini 
Les conditions aux frontières à l'infini dans le code original sont sous une forme qui 
réfléchit les ondes sortantes du domaine. Ceci nuit à la convergence de la solution [JI. 
Elles sont donc remplacées par des conditions aux frontières basées sur la théorie 
des caractéristiques qui atténuent grandement l'effet négatif de la proxirni té des 
frontières [7]. 
2.2.5 Viscosité artificide 
Dans la version originale, le terme de viscosité artificieile n'est pas sous forme con- 
servative et la solution converge seulement lorsque l'on ajoute des flux de dissipation 
artificielle dans la direction normale à la paroi et dans la direction de l'envergure dans 
tout le domaine de calcul. De plus, un flux de dissipation artificielle non nul était 
appliqué à la surface du corps, ce qui engendrait des solutions non conservatives. 
Tous ces facteurs ont motivé l'implantation d'une nouvelle procédure pour le 
terme de viscosité artificielle, selon la formulation de Jameson [6]. 
Avec cette nouvelle forme de viscosité artificielle, la solution converge très bien. 
De plus, les flux de dissipation à la surface sont imposés à zéro rendant la solution 
produite par la nouvelle version du code d'Euler conservative. Les autres flux de 
dissipation sont calculés normalement. 
CHAPITRE I I I  
Calcul de la trainée des profils aérodynamiques 
Les résultats sur 1a prédiction de la traînée des profils aérodynamiques utilisant 
la nouvelle version du code d'Euler en deux dimensions ont été présentés dans un 
article de journal technique, intitulé "Airfoil Wave-Drag Prediction Using Euler 
Solutions of Transonic Flows". Il est reproduit à l'Annexe 1. Il a été soumit au 
AIAA Journal of Aircraft et est essentiellement une version revue et cûrrigée d'un 
article [23] de conférence qui a été présenté, au sixième Colloque Aérodynamique 
tenu conjointement avec la 44= conférence de 1'IASC (CASI). Dans cet article, on y 
compare diverses méthodes de prédiction de la traînée d'onde appliquée aux profil 
aérodynamique NACA 0012. 
Ce chapitre ne présente qu'une synthèse du développement des méthodes de 
prédiction de la traînée, des résultats et de leur discussion. Pour obtenir plus de 
détails sur ce travail, il est fortement suggéré de se référer à l'article reproduit en 
annexe. 
La traînée totale des profils aérodynamiques a commeseule composante physique 
la trainée d'onde. L'analyse de la traînée d'onde présentée dans ce chapitre porte 
sur quatre méthodes. La première consiste à intégrer la pression sur la surface du 
corps et cette méthode est dite de champ rapproché. Les trois autres méthodes 
sont de champ éloigné. Une consiste à réaliser un bilan de quantité de mouvement, 
une autre à intégrer la production d'entropie dans l'écoulement et la dernière est la 
méthode de Garabedian. 
3.1 Méthodes de prédiction de la traînée d'onde 
La traînée totale d'un corps dans un écoulement non visqueux, qui est égale à la 
traînée d'onde pour un écoulement bi-dimensionnelo est produite par la distribution 
de pression sur la surface SB du corps: 
où p est la pression, Z est le vecteur unitaire normal à la surface. pointant vers 
l'extérieur et T est le vecteur unitaire dans la direction de l'écoulement. Dans ce 
travail, le coefficient de traînée obtenu à partir de 17Éq.(3.1) sera représenté par CD, 
et sera désigné coefficient de traînée par intégration de pression. 
Une méthode de champ éloigné peut être développée à partir des équations de 
quantité de mouvement intégrées sur une surface fermée S qui contient le corps: 
où G est le vecteur unitaire vers l'extérieur et normal à l'élément de surface dS, p est 
la densité du fluide, <est le vecteur vitesse et u en est la composante de Ia vitesse dans 
la direction de l'écoulement. Le coetficient de traînée obtenu à l'aide de 17Éq.(3.2) 
sera représenté par Co, et désigné coefficient de traînée par intégration de 
quantité de mouvement. 
Étant donné qu'un terme de viscosité artificielle est ajouté aux équations d'Euler 
pour les résoudre numériquement, il est intéressant de considérer un coefficient de 
traînée Cb, comprenant la contribution de la quantité 
but ion de la viscosité artificielle: 
de mouvement et la contri- 
- ZdS 
où T est le tenseur des contraintes reliées à la viscosité artificielle. 
La  relation d70swatitsch est une expression qui relie la traînée d'onde d'un 
corps à la production d'entropie dans i'écoulement stationnaire, adiabatique et non 
visqueux d'un gaz parfait [14]: 
Cette équation exprime la trainée d'onde en fonction de la production d'entropie 
(s - s,) et sera désignée relation d'oswatitsch exacte. Le coefficient de traînée 
basé sur cette relation sera représenté par CD,. Étant donné que cette expression 
n'est une fonction que de l'entropie, la surface d'intégration S peut être réduite 
à une surface qui englobe les ondes de choc seulement puisqu'elles sont la seule 
source physique d'entropie dans l'écoulement et que 4- Z = O sur la surface du corps 
SB. Le coefficient de traînée qui exprime cette façon d'intégrer la relation exacte 
d'oswatitsch sera représenté par CD,lSh,,. Un exemple de surface d'intégration sur 
le choc est montré à la Fig.3.1. 
Figure 3.1 Définition de la surface d'intégration sur le choc. 
La relation d'oswatitsch approximative telle que retrouvée dans la lit té- 
rature [14] se dérive en développant 17Éq.(3.4) en série et en retenant que les termes 
de premier ordre 
Le coefficient de traînée basé sur 17Éq.(3.5) sera représenté par GoosW. Lorsque la 
surface d'intégration est située près du choc, le coefficient de traînée sera représenté 
Par CD,, I,k- 
L'idée de calculer la traînée d'onde à l'aide de la viscosité artificielle vient 
de Garabedian [4]. La production d'entropie dans un écoulement est reliée à la 
viscosité artificielle ajoutée aux codes non visqueux. La relation d70swatitsch est 
donc transformée d'une intégration de surface de l'entropie à une intégration de 
volume d'une quantité positive reIiée à la viscosité artificielle: 
Le terme II w 1 IGD est la quantité positive qui relie l'entropie à la viscosité artificielle. 
Les détails de la dérivation se trouvent à la Réf. [13]- Le coefficient de traînée sera 
représenté par CD,,, et cet te intégration sera désignée intégration de volume de 
Garabedian. 
Donc les huit expressions de prédiction de la traînée suivantes, représentées par 
leur coefficient respectif, seront évaluées selon leur capacité de prédire la traînée 
d'onde: 
3.2 Application aux profils aérodynamiques 
L'application des méthodes de  prédiction de la traînée pour les profils aéro-dynami- 
ques porte sur l'écoulement non visqueux compressible autour du profil NACA 0012. 
L'intégration sur la surface S est effectuée sur les surfaces en O du maillage utilisé 
pour discrétiser le domaine de calcul. L'intégration sur le choc (Sshodr) est effectuée 
sur une surface telle qu'illustrées à la Fig.3.1. L'intégration sur le choc permet 
d'éliminer la contribution de la fausse entropie présente dans les solutions discrétisées 
des équations d'Euler. En effet, la plupart des code d'Euler produisent des solutions 
d'écoulement contenant de la fausse entropie dans une région près de la surface du 
corps à cause de l'imprécision du traitement de la condition à Ia frontière du corps 
appliquées aux flux de viscosité artificielle [25]. Cette fausse entropie a donc un effet 
négatif sur l'évaluation de la traînée d'onde et par conséquent sur la traînée totale. 
La prédiction de la traînée basée sur la production d'entropie dépend beaucoup 
de la qualité de la solution de l'écoulement en ce qui concerne l'entropie. L a  Fig.S.2 
présente la répartition de l'entropie produite par la nouvelle version du code d'Euler 
pour le cas d'un écoulement transsonique autour du profi1 aérodynamique NACA 
0012 avec onde de choc. On peut y voir une production d'entropie près de la surface 
et surtout près du point de stagnation en plus de celle produite par l'onde de choc 
(Fig.3.3). 
Dans les résultats suivants, la valeur de traînée d'onde donnée par intégration 
de pression (Co,) est exactement égale à la valeur donnée par intégration de quantité 
de mouvement avec contribution de la viscosité artificielle (Cb,). En effet, la forme 
Figure 3.2 Contours d'entropie - 1M, = 0.85, cr = 0.0, maillage O 160 ~ 4 0 .  
conservative des équations d'Euler étant utilisée, ces deux quantités doivent être 
égales. Leurs valeurs sont d'ailleurs confondues dans les figures des résultats. De 
plus, lorsque les flux de viscosité artificielle sont faibles, la valeur du coefficient de 
traînée par intégration de la quantité de mouvement (CD,) devrait tendre vers les 
deux autres coefficients. 
La Fig.3.4 présente la traînée obtenue avec les différentes méthodes en fonction 
de f. la distance d'intégration de la surface S par rapport à la surface du corps SB. 
Les valeurs obtenues en intégrant sur le choc sont des valeurs constantes et non une 
fonction de f .  Elles sont présentées pour fins de comparaison. La valeur de traînée 
obtenue par l'intégration de volume de Garabedian est montrée dans la légende car 
elle n'est pas comprise dans l'intervalle illustré. Il est observé, en premier lieu, qu'à 
mesure que le nombre de Mach augmente, l'intégration de volume de Garabedian 
sous-estime la trainée d'onde de plus en plus significativement. 
Une autre observation remarquable ressort de la Fig.3.4. Lorsque la surface 
d'intégration est suffisamment loin du corps ( f  > 4)' les coefficients CD,, CD,, CL, 
et CD, tendent vers la même valeur. Lorsque la distance d'intégration est près du 
corps ( f  < 4)' on remarque des oscillations pour les valeurs de CD, et CD, de même 
Figure 3.3 Entropie à la surface - Mm = 0.85, a = 0.0, rnaiI1age O 160 x 40. 
que pour CD,,. La  différence entre Co, et Cb, est due à la contribution de la 
viscosité artificielle plus importante près du corps mais négligeable à mesure qu'on 
s'en éloigne. Les oscillations des deux autres coefficients sont causées par le choc et 
la fausse entropie qui ne sont pas complètement compns dans l'intégration. 
La prédiction de la traînée d'onde à l'aide de La relation d70swatitsch ap- 
proximative (CD,,,) donne une valeur inférieure à la valeur constante observée 
précédemment. Ceci est attribué à l'approximation du premier ordre en (s - s,) 
introduite à l'Éq.(3.5). Cette approximation donne une erreur qui croît avec le nom- 
bre de Mach. À des nombres de Mach faibles, la valeur obtenue avec Co,,, tend 
vers Ia valeur obtenue avec CD, comme observé à la Fig.3.5 et au Tableau 3.1 qui 
donne le résumé des valeurs de traînée pour les différents cas étudiés. 
Le parfait accord entre les valeurs de trainée obtenues avec CD,, CD,, Co, et 
Cos indique clairement que les méthodes de champ éloigné ne sont pas plus précises 
que la méthode basée sur la simple intégration de la pression sur Ia surface du corps 
en ce qui a trait à la précision. La croyance popdaire veut que la discrétisation de la 
surface du corps en panneaux conduise à une imprécision dans le calcul du coefficient 
de traînée par intégration de pression surtout pour des maillages grossiers. En 
Figure 3.4 Traînée en fonction de la  distance d'intégration - M, = 0.85, o = 0.0, maillage O 
160 x 40. 
Tableau 3.1 Résumé des prédictions de traînée - maillage O 160 x40. 
réalité, la sensibilité du coefficient CD, au maillage et les résultats jugés insatisfaisant 
sont plutôt dûs à la fausse entropie produite à la surface du corps. 
Les intégrations de l'entropie sur le choco CDslshodi et C D . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ,  donnent des 
valeurs de traînée d'onde qui sont inférieures à ceile obtenues avec CD,, CD*, CLrn 
et CDS. En effet, intégrer l'entropie sur le choc permet d'éliminer la contribution 
de la fausse entropie car seule l'entropie produite à travers le choc est prise en 
considération tandis que l'intégration de l'entropie à l'infini donne la somme de la 
traînée d'onde et de ceile causée par la fausse entropie. Cette capacité d'éliminer la 
contribution de la fausse entropie constitue l'avantage majeur d'utiliser les méthodes 
c,=ux la' 
25 -O 
Figure 3.5 Trainée en fonction de la distance d'intégration - M, = 0.78, a = 0.0, maillage O 
160 x 40. 
de prédiction de la trainée basées sur la production d'entropie. 
Yu et al. 1251 ont proposé une façon de réduire la production de fausse entropie à 
la surface du corps en ajoutant une fonction de poids aux flux de diffusion artificielle 
dans la direction normale à la surface. De cette façon, les flux sont progressivement 
activés dans le champ de l'écoulement à partir de la paroi où ils sont nuls. La 
viscosité artificielle est donc plus faible près du corps. L'effet de cette fonction de 
poids est illustré aux Figs.3.6 et 3.7 pour les cas des deux figures précédentes. 
On y remarque que la traînée associée à la fausse entropie qui est représentée es- 
sentiellement par (CD, - et (CDoSw - C D ~ ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ) ,  est visiblement réduite. 
Si toute la fausse entropie pouvait être éliminée, les méthodes CD,, CD,, Co,, CD, 
et CDS lSho& seraient toutes équivalentes. 
L'influence du raffinement du maillage utilisé pour discrétiser le domaine de 
calcul est démontrée au Tableau 3.2. On peut facilement observer que la production 
de fausse entropie augmente avec les maillages plus grossiers ce qui conduit à des 
prédictions de traînée plus élevées pour les méthodes incluant la fausse entropie, 
c'est-à-dire les méthodes utilisant la surface d'intégration S. 
Figure 3.6 T r a h i e  en fonction de la distance d'intégration - M, = 0.85, a = 0.0, maillage O 
160 x40, avec fonction de poids. 
Tableau 3.2 Influence du raffinement du maillage - l M ,  = 0.83,ct = 0-00. 
maillage 
1 6 0 x 4 0  
128 x 32 
80 x 20 
3.3 Nouvelle méthode de correction de la traînée de pres- 
sion 
Prédictions CD(x104) 
Dans ce travail, une nouvelle méthode de correction du coefficient de traînée par 
intégration de pression est proposée. Elle est particulièrement efficace pour les solu- 
tions avec maillage grossier. Elle se base sur la différence (CD, - CD, lshod) qui donne 




une bonne évaluation de la traînée associée à la fausse entropie. L'intégration de 
































Figure 3.7 Trainée en fonction de la distance d'intégration - 1% = 0.78, a = 0.0, maillage O 
160 x 40, avec fonction de poids. 
Les coefficients corrigés sont présentés à la dernière colonne des Tableaux 3.1 e t  3.2. 
Ces prédictions sont beaucoup moins sensibles à la production de fausse entropie et 
sont en accord parfait avec CDslshacL. Une analyse plus détaillée des résultats est 
présentée dans l'article reproduit à l'Annexe 1. 
CHAPITRE IV 
Calcul de la traînée des ailes 
Les résultats sur la prédiction de la traînée des ailes utilisant la nouvelle version 
du code d'Euler en trois dimensions sont le sujet d'un article de journal technique 
intitulé Wew Induced-Drag Prediction Method Using Oswatitsch's Expression". 11 
se trouve à l'Annexe II. Il a été soumis au Aeronautical Journal. On y trouve une 
discussion des mécanismes de production d'entropie dans les solutions discrétisées 
des solutions des équations d'Euler qui a conduit au développement d'une nouvelle 
méthode de prédiction de la traînée induite. Ce chapitre ne présente qu7une synthèse 
de cet article. Il est fortement suggéré de se référer à l'article pour obtenir plus de 
détails. 
Dans l'analyse de la traînée des ailes, on utilise les mêmes expressions de 
traînée que pour les profils aérodynamiques excepté la relation d70swatitsch ap- 
proximative (CD,,, et CDosu lShoc*) qui n'est plus considérée puisqu'elle sous-estime 
la traînée d'onde à mesure que le nombre de Mach augmente. L'intégration de vol- 
ume de Garabedian (CD,,,) n'est également plus considérée puisqu'elle sous-estime 
systématiquement la traînée d'onde. Les surfaces d'intégration ne sont plus que des 
contours en deux dimensions mais deviennent des surfaces tri-dimensionnelles avec 
une dimension dans la direction de l'envergure de l'aile. Pour les ailes d'envergure 
finie: s'ajoute des méthodes de prédiction de la traînée induite comme celle basée 
sur l'intégration de l'écoulement transversal et une nouvelle méthode qui a été 
développée durant ce projet. 
4.1 Méthodes de prédiction de la traînée d'ailes 
La traînée totale d'un corps pour un écoulement tri-dimensionnel utilise les mêmes 
expressions que pour un écoulement bi-dimensionnel, c'est-à-dire 17intégratiûn de 
la pression sur la surface de l'aile CD, (Éq.(3.1)) et l'intégration de quantité de 
mouvement avec ou sans contribution de la viscosité artificielle Cb, (Éq.(3.3)) et 
CD, (Éq. (3.2)). 
4.1.1 Composantes de la traînée 
Dans l'analyse des écoulements non visqueux tri-dimensionnels autour d'une aile 
portante, la traînée totale comporte deux composantes, la traînée induite et ia 
traînée d'onde. Un développement de la traînée totale est donc nécessaire afin 
de pouvoir distinguer ses composantes. Une expression alternative mais équivalente 
de l'Éq.(3.3) est obtenue avec la conservation de la masse appliquée sur le même 
surface de contrôle S (voir Réf.[3] pour plus de détails) 
Les deux premiers termes de cette équation représentent la somme de la traînée 
associée à la production d'entropie (D,) et à la traînée associée à la vorticité dans le 
sillage (traînée induite Di). La deuxième intégrale correspond à la contribution en 
traînée de la viscosité artificielle. La dernière intégrale exprime la conservation de 
la masse et devrait être nulle, toutefois l'ajout de viscosité artificielle à l'équation de 
conservation de la masse dans le code d'Euler lui donne des valeurs faibles mais non 
nulles. Ces deux derniers termes représentent la traînée due à la viscosité artificielle 
intrinsèque aux solutions discrétisées des équations d'Euler. Ces contributions à la 
traînée totale n'ont pas de signification physique réelle et leur somme sera désignée 
par D,. On peut donc réécrire 17Éq.(4.1) sous une forme plus compacte 
4.1.2 lMécanisme de production d'entropie 
Dans un écoulement non visqueux, la seule source d'entropie d'une aile portante en 
régime transsonique provient des ondes de choc. Pour des solutions discrétisées des 
équations d'Euler, par contre, il existe d'autres sources d'entropie qui, elles, sont de 
nature non physique, on l'appelle fausse entropie. Comme en deux dimensions, de 
la fausse entropie est produite près de la surface du corps dans les régions à fort 
gradient de pression comme le bord d'attaque des ailes. Pour des ailes portantes, 
il s'ajoute une autre source de fausse entropie qui est produite dans les tourbillons 
de bout d'aile. La vorticité dans la direction de l'écoulement est transformée en 
entropie par le mécanisme exprimé par l'équation de Crocco-Vazsonyi [21] 
V - T  
~ x ( V X ~ ~ = T V S - V H + -  (4.3) 
P 
Ce phénomène a aussi été observé par van Dam et al. [20]. Donc un mécanisme 
produit par la viscosité artificielle transforme la traînée reliée à la vorticité en traînée 
reliée à la production d'entropie. 
Les deux sources de fausse entropie sont additionnées ensemble pour donner la 
fausse traînée D"~. La traînée associée à l'entropie Ds a donc deux contributions, 
D q e  et la traînée associée à la production d'entropie à travers les ondes de choc, la 
traînée d'onde, que I'on désigne par D, 
4.1.3 Traînée d'onde à l'aide de la relation d70swatitsch 
La traînée d'onde pour des ailes opérant en régime transsonique, se calcule de la 
même façon qu'à la Section 3.1, avec la relation d'oswatitsch exacte appliquée en 
trois dimensions. Dans ce chapitre, le coefficient de traînée d'onde obtenu avec cet t e  
relation sera désigné par CD,. 
4.1.4 Traînée induite par intégration de l'écoulement transversal 
La traînée induite est associée à la vorticité produite dans les tourbillons de bout 
d'aile en condition de portance. Dans Ia Iittérature, la plupart des techniques 
d'évaluation de la traînée induite impliquent certaines approximations. La sur- 
face d'intégration S est considérée très éloignée du corps. Les variations dans 
l'écoulement sont donc supposées n'être présentes que sur un plan loin dans le sillage 
qui est placé perpendiculaire à l'écoulement. On suppose sur ce plan d'intégration 
que la composante de la vitesse dans la direction de I'écouiement et la densité ten- 
dent vers leur valeur à l'infini (u = U, et p = p,). La traînée induite s'exprime 
donc par 
où ST est un plan perpendiculaire à l'écoulement loin dans le sillage (voir Fig.4.1). La 
façon habituelle, considérée plus pratique, d'intégrer cette équation est d'exprimer 
l'écoulement transversal sous ia forme de vorticité et de fonction de courant ( I ;  - 
Cette méthode est la  plus couramment utilisée dans la littérature et 
parée à la nouvelle méthode de calcul de la traînée induite développée 
sera corn- 
durant ce 
projet. Le coefficient de traînée calculé avec cette méthode sera représenté par Cni 
et sera désigné coefficient de traînée induite par intégration de L'écoulement 
transversal. 
Les prédictions obtenues avec cette méthode sont reconnues comme étant dépen- 
dantes de la position d du plan ST derrière le bord de fuite [3] (voir Fig.4.1). À 
mesure que d augmente, la valeur de la traînée induite diminue au profit de la traînée 
Figure 4.1 Définition de la surface d'intégration pour l'évaluation de Coi- 
associée à la production d'entropie D,. Ceci est une manifestation du mécanisme de 
transformation discuté à l a  Section 4.1.2 pour les solutions discrétisées des équations 
d'Euler. Donc, en général, le plan & est placé près du bord de fuite où les sup- 
positions utilisée pour obtenir ~ ' É ~ ~ ( 4 . 5 )  ne sont pas strictement valides. Cette 
méthode ne peut donc pas être appliquée systématiquement. La nouvelle méthode 
de prédiction de la traînée induite proposée à la section suivante n'introduit pas de 
simplifications et s'applique plus systématiquement. 
4.2 Nouvelle méthode de prédiction de la traînée induite 
Pour une solution discrét isée des équations d'Euler! 17Éq. (4.2) stipule qu'il y a trois 
contributions à la traînée totale d'une aile: la traînée induite, la traînée associée à la 
production d'entropie (celle produite par le choc et  la fausse entropie de la surface 
du corps et du sillage) e t  la traînée associée à la viscosité artificielle. La nouvelle 
méthode proposée dans ce travail se base sur 17Éq.(4.2) qui peut s'écrire 
Di = D -(D, + D,) 
La traînée totale D est évaluée avec L'intégration de pression (Éq.(3.1)) et Ds est la 
traînée associée à toutes les sources d'entropie excepté la fausse entropie produite 
dans le sillage. 
L'évaluation de Ds est faite avec la relation d'oswatitsch exacte sur une surface 
d'intégration qui doit être adéquate. Le choix de la surface d'intégration est très 
important pour l'évaluation de cette équation. EUe doit être choisie telle que seule 
l'entropie produite par l'onde de choc et la surface du corps soit comprise dans 
l'intégration de D,. 
La Fig.4.2 montre un exemple de surface d'intégration utilisé pour l'évaluation 
de Ds pour une section d'un maillage de type O-H. La distance approximative d 
représente la distance maximale entre le bord de fuite et la portion en aval de la 
surface d'intégration. Une petite valeur d doit être choisie afin d'exclure l'entropie 
produite dans Ie sillage. 
Figure 4.2 Définition de la surface d'intégration pour l'évaluation de D, . 
L'utilisation du maillage dans la définition de la surface d'intégration pour le 
calcul de (D, + D,) a pour avantage de ne pas introduire d'erreur d'interpolation qui 
seraient présentes si la surface était quelconque. En effet, il y a parfaite cohérence 
avec le schéma d'interpolation du code numérique. Le  coefficient de traînée induite 
calculé avec cette nouvelle méthode sera désigné par CE-W. 
4.3 Application aux ailes 
L'application des méthodes tri-dimensionnelles de prédiction de la traînée porte sur 
divers cas trouvés dans la littérature. Des cas en régime transsonique ou subsonique, 
pour des ailes portantes ou  non, permettent de vérifier la validité de la nouvelle 
méthode de prédiction de la traînée induite (Section 4.2). Les ailes -Yr = 1.0 [19] 
et ONERA M6 [16] sont traitées avec des maillages de type O-H plutôt grossiers et 
certaines avec des maillages plus ratfinés. Seuls quelques résultats importants sont 
présentés à la fin de ce chapitre. Une étude plus complète est présentée dans l'article 
reproduit à l'annexe II. 
Les expressions pour le calcul de la traînée développées et appliquées en trois 
dimensions sont. les suivantes 
correspond à une correction 2 appliquer à l'intégration de pression CD, afin d'assurer 
CF = C D ~ + ~  - C D ~  
une parfaite concordance entre la prédiction de traînée de champ rapproché et celle 
[ J  (1 - exp [ ( s - ~ w )  (?+)]) où 3 ( y , R , & , s - - s C d  = 1 - l +  (7-l)'w& 
de champ éloigné: 
. 
Comme en deux dimensions, l'intégration de pression CD, doit être égale à Ch, car 
le code d'Euler utilise une formulation conservative. Dans les régions où la viscosité 
artificielle est faible, CD, sera très près de Co, également. 
Dans les Éqs.(4.9), (4.10) et (4.11), S, est une surface définie par les surfaces 
en O du maillage (comme pour les profils aérodynamiques) sur toute I'envergure de 
l'aile à partir de sa surface jusqu'à la frontière externe. La surface d'intégration Sr 
de 17Éq.(4.12) est, quant à elle, définie de façon à exclure la fausse entropie produite 
dans le sillage (voir Fig.4.2). La surface Sshock de 17Éq.(4.14) est définie comme en 
deux dimensions (voir Fig.3.1) mais, ici, sur l'envergure de l'aile. 
~ ' É ~ . ( 4 . 1 7 )  exprime la traînée fortuite causée par la viscosité artificielle et la 
fausse entropie contenue dans les solutions numériques à l'exception de celle produite 
dans le sillage. En utilisant 13Éq.(4.16), on peut facilement remarquer que Cg 
4.3.1 Comparaison entre les méthodes de champ rapproché et éloigné 
En trois dimensions, la même conclusion qu'en deux dimensions peut être tirée 
concernant les méthodes de champ rapproché et éloigné: les méthodes de champ 
éloigné ne sont pas plus précises que la méthode basée sur la simple intégration de 
la pression sur la surface du corps en ce qui a trait à la précision. Deux cas test 
le démontrent, l'aile XI = 1.0 en régime transsonique et subsonique (à M, = 0.85 
et M, = 0.20). Les solution sont obtenues sur un maillage grossier de 65x25~35  
cellules et présentées aux Figs.4.3 et 4.4 
Figure 4.3 Variation de la prédiction de la traînée en fonction de la distance d'intégration à 
l'infini - aile Xt  = 1.0 à M, = 0.2 et a = 0.0 
Les valeurs de CD,, Co,, CL, et CD, sont égales si la distance d'intégration 
est suffisamment éloignée ( r / c  > 2.5). 11 est à remarquer ici que la valeur donnée 
par CD, est égale aux autres malgré l'utilisation de la surface d'intégration S (et non 
pas 9). Ceci est expliqué par les cas choisis qui sont non portants et donc qui ne 
produisent pas d'entropie dans le sillage. La traînée totale n7est due qu'à l'entropie 
produite à la surface de l'aile et par l'onde de choc le cas échéant. 
4.3.2 Mécanisme de production d'entropie 
Pour les ailes non portantes, comme pour les profils aérodynamiques, dans un écoule- 
ment subsonique, la traînée totale devrait être nulle car il n'y a pas d'onde de choc ni 
de tourbillons de bout d'aile. Par contre' la présence de fausse entropie dans les solu- 
tions discrétisées des équations d'Euler conduit à une traînée totale non nulle. Le co- 
efficient de traînée calculé avec la relation d70swatitsch exacte résulte des sources de 
fausse entropie exclusivement pour ces cas. Donc, si la surface d'intégration est suff- 
isamment loin du corps, on peut conclure que la valeur non nulle de la traînée totale 
n'est due qu'à la production de fausse entropie. On peut remarquer ce phénomène 
Figure 4.4 Variation de la prédiction de la traînée en fonction de  la distance d'intégration à 
l'infini - aile Xt  = 1.0 à Mm = 0.85 e t  a = 0.0 
aux Figs.4.3 et 4.4 où la traînée totale est la somme des contributions de l'entropie, 
la fausse et celle de l'onde de choc dans le cas transsonique. 
Les cas portants en régime transsonique, plus généraux, sont examinés à l'aide 
de deux solutions de l'écoulement autour de l'aile Xt = 1.0 à hl. = 0.8 et cr = 4.0". 
Deux maillages sont utilisés: un maillage grossier (65 x 25 x 35) et un maillage raffiné 
( 1 2 9 x 4 9 ~ 6 6 ) .  
Les prédictions de traînée sont présentées aux Figs.4.5 et 4.6 en fonction de d, 
la distance derrière le bord de fuite de la surface d'intégration. Les valeurs de Co,, 
CDw et C z  sont constantes car leur surface d'intégration n'est pas une fonction de 
d. À mesure que d augmente, le mécanisme d'entropie du sillage est très bien mis 
en évidence. Le coefficient de traînée CD,+, augmente et les coefficients de traînée 
induite (CEw et CD;) diminuent démontrant le transfert d'un type de traînée vers 
l'autre. À d = 0, la valeur de CD,+, donne la somme de la traînée d'onde et de 
la fausse traînée car le sillage est exclu de l'intégration. Pour ne pas sous-estimer 
la traînée induite, il faut choisir une distance d le plus près possible du bord de 
fuite. Cette contrainte n'est pas compatible avec les suppositions de l'intégration 
de l'écoulement transversal mais l'est avec la nouvelle méthode proposée car cette 
dernière utilise une formulation exacte. 
-- CD. ---- 
W.-__ -'=.- 
CE: 
50 ---._  --a----. 2 - ~ - -  P-- - 
Figure 4.5 Variation de la prédiction de la traînée en fonction de la distance d'intégration derrière 
le bord de fuite - aile Xt = 1.0 à & = 0.8 et ct = 4.0, maillage raffiné 
Figure 4.6 Variation de la prédiction de la traînée en fonction de la distance d'intégration derrière 
le bord de fuite - aile Xt = 1.0 à Mm = 0.8 et CI = 4.0, maiIIage grossier 
Comme en deux dimensions, la production de fausse entropie augmente avec 
les maillages plus grossiers. Ceci est clairement démontré si l'on compare les valeurs 
de C z  aux Figs.4.5 et 4.6. Il est intéressant de noter que les prédictions de traînée 
induite et d'onde ne sont pas affectées par la densité du maillage parce que leur 
méthode de champ éloigné élimine la contribution de la fausse traînée. Le coefficient 
CD, augmente avec les maillages plus grossiers car la fausse traînée est incluse dans 
son évaluation. 
4.3.3 Prédiction de la traînée induite et d'onde 
Plusieurs cas trouvés dans la littérature ont été utilisés pour valider la nouvelle 
méthode de prédiction de la traînée induite. Les observations de cas en cas con- 
duisent aux mêmes conclusions de sorte que Ie cas le plus général est présenté dans 
cette section. Il s'agit de l'écoulement autour de l'aile X; = 1.0 à M, = 0.80 et 
a = 4.0" sur un maillage grossier (65 x 25 x 35) et un maillage raffiné (129 x 49 x 66) 
présentée au Tableau 4.1. Les résultats de la Réf. [20] y sont aussi présentés pour 
fin de comparaison. 
1 Coefficient de traînée x10" I 





L a  portance calculée par intégration de pression est identifiée par CLp et la 
traînée induite basée sur la théorie de la ligne portante de Prandtl, CL:. La traînée 
induite calculée avec la nouvelle méthode donne des résultats comparables à la 
méthode d'intégration de l'écoulement transversal. Leur précision est aussi com- 
parable à la traînée induite prédite par la théorie de la ligne p~rtante.  Ce cas et 
d'autres démontrent la validité de la nouvelle de prédiction de la traînée induite. 
11 a été observé par contre pour les cas de l'aile ONERA M6 que la traînée 
induite calculée avec la nouvelle méthode, même si elle se compare bien avec la la 
méthode d'intégration de l'écoulement transversal, donne des valeurs inférieures à 
maillage 
G E  135 x 4 1  x30 
O-B 1 2 9 x 4 9 ~ 6 6  































celles obtenues avec la théorie de la Ligne portante. Cette dernière donne la traînée 
induite minimum pour une aile ayant un facteur d70swald de 1.0. 
Pour les cas transsoniques précédents et les autres cas transsoniques, la traînée 
d'onde calculée differe de celle des cas cités dans la littérature. Ce désaccord est 
attribué à Ia méthode de calcul. Pour les cas de la littérature, l'utilisation d'un 
plan d'intégratior en aval des ondes de choc comprend sûrement une contribution 
de la fausse entropie car elle est surtout produite en amont des chocs. De plus, à 
des nombres de Mach élevés, la relation approximative d70swati tsch sous-estime la 
traînée d'onde. Donc la comparaison est difficile. 
L'effet du raffinement du maillage est bien quantifié par la valeur de la fausse 
traînée Chp (voir Tableau 4.1). En effet, cette valeur augmente pour le maillage 
plus grossier comme observé en deux dimensions. Les valeurs de traînée induite et 
d'onde ne sont p~ affectées par la fausse entropie car eIle est isolé de ces méthodes. 
Par contre, l'intégration de pression est affectée par la fausse entropie car son effet 
est inclus dans cette intégration. 
CHAPITRE V 
Conclusion 
5.1 Résumé du mémoire 
Une étude critique de la prédiction de la traînée en régime transsonique basée sur 
la solution des équations d'Euler fut présentée dans ce mémoire. L'application se 
limitait aux écoulements non visqueux ce qui conduisait au choix des équations 
d'Euler pour modéliser l'écoulement. La traînée des profils aérodynamiques et des 
ailes fut étudiée pour lesquels, la traînée de pression peut être décomposée en traînée 
induite et d'onde. Voici un résumé du travail complété. 
Le travail d'amélioration et d'optimisation du code d'Euler qui a été fourni au 
début du projet fut présenté au Chapitre II. Après une discussion qui présentait le 
code initial, les modifications trouvées dans le code actuel furent présentées. Celles- 
ci comprenaient le schéma numérique de résolution, l'extrapolation de la pression à 
la paroi solide, le schéma d'interpolation, les conditions aux frontières à l'infini et la 
viscosité artificielle. 
Le Chapitre III présentait, en premier lieu, l'étude de la prédiction de la traînée 
des profils aérodynamiques. La traînée totale a comme seule composante la traînée 
d'onde. Différentes méthodes de prédiction de la traînée d'onde furent présentées et 
comparées entre elles comme l'intégration de la pression de surface, de la quantité 
de mouvement, de l'entropie par la relation d'oswatitsch et de la viscosité artificielle 
de l'idée originale de Garabedian. Les résultats furent calculés pour le profil NACA 
0012. 
L'étude de la traînée des ailes fut ensuite présentée au Chapitre IV. L'étude 
de la traînée induite fut alors ajoutée à la traînée d'onde. Une nouvelle méthode de 
prédiction de la traînée induite fut alors développée. Elle utilise l'intégration de la 
pression de surface et la relation d70swatitsch intégrée sur des surfaces appropriées. 
Elle fut comparée à la méthode classique d'intégration de l'écoulement transversal. 
Les résultats furent calculés pour l'aile ONERA b16 et une aile à distribution de 
corde elliptique. 
5.2 Contributions de ce mémoire 
Les contributions de ce mémoire peuvent se diviser essentiellement en trois catégories: 
1. avancement des connaissances au niveau de la compréhension des phénomènes 
reliés à la bonne évaluation et à la décomposition de la traînée de pression, 
2. étude critique sur les différentes méthodes d'évaluation et de décomposition de  
la traînée de pression disponible dans la littérature technique, et 
3. développement de nouvelles méthodes d'évaluation et  de  décomposition de la 
traînée de pression. 
En ce qui concerne la première catégorie, les contributions sont les suivantes: 
Il a été démontré qu'il n'y a aucun avantage, au niveau de la précision de la 
traînée de pression, à utiliser des méthodes dites de champ éloigné par rapport 
aux méthodes d'intégration à la surface du corps. En effet, aucune différence 
significative a été notée entre les prédictions de la traînée basée sur la relation 
d70swatitsch, sur l'intégration de la pression sur la surface du corps, et sur un 
bilan de quantité de mouvement lorsque la solution d'Euler a été produite par 
un code conservatif. Cette conclusion est à l'opposé de la croyance générale 
exprimée dans la lit térature technique. 
La source des erreurs présentes dans les prédictions de la traînée de pression 
basées sur une intégration à la surface du corps a été identifiée comme étant 
essentiellement relié à la fausse production d'entropie présente dans toutes so- 
lut ions discrétisées des équations d'Euler. 
a La relation d70swatitsch permet de distinguer la contribution de la traînée 
d'onde de la traînée induite. De plus, elle permet de minimiser les effets négatifs 
de la fausse entropie sur Ia précision de la traînée d'onde lorsque cette relation 
est appliquée sur une surface d'intégration située près des chocs. 
Les conclusions de l'étude critique concernant les différentes méthodes d'évaluation 





La méthode de Garabedian. basée sur une intégration de volume d'un terme 
positif relié à la viscosité artificielle, sous-estime systématiquement la traînée 
d'onde. 
La relation d'oswatitsch sous-estime également la traînée d'onde. Dans ce 
contexte, il a été démontré qu'il est préférable d'utiliser Ia relation exacte 
dlOswatitsch. 
Enfin, une nouvelle façon de décomposer la traînée de pression a été proposée. Elle 
a permis de développer: 
0 une méthode originale pour corriger les prédictions de traînée basées sur l'inté- 
gration de la pression à la surface du corps. La valeur de traînée de pression 
ainsi corrigée est en accord avec les évaluations obtenues à partir d'analyse de 
champ éloigné. 
a une nouvelle méthode d'évaluation de la traînée induite. Elle a comme avantage 
d'être basée sur une formulation exacte? donc plus générale que les méthodes 
disponibles dans la lit térature technique, et d'être essentiellement insensible au 
niveau de raffinement du maillage et à l'importance de la fausse entropie. 
5.3 Recommandations 
La difficulté majeure avec le calcul de la traînée à l'aide des équations d'Euler réside 
surtout dans le modèle de simulation de l'écoulement. La viscosité artificielle intro- 
duite dans les équations de base nécessaire pour la solution numérique constitue le 
principal obstacle à surmonter pour obtenir des prédictions de qualité. Si la viscosité 
artificielle était absente ou du moins négligeable, ce qui est plus envisageable, les so- 
lutions d'écoulements seraient davantage fidèles aux équations d'Euler de base donc 
plus fidèles à la physique des écoulements non visqueux. La prédiction de la traînée 
en serait améliorée. De plus, la prédiction de la traînée serait simplifiée. La seule 
source d'entropie de l'écoulement serait les ondes de choc et sa simple intégration 
à l'infini donnerait la traînée d'onde et, en concert avec l'intégration de pression, la 
traînée induite- 
La viscosité artificielle s'avère nécessaire mais, il faudrait néanmoins en min- 
imiser ses effets négatifs. Par exemple, le traitement aux parois solides appliqué à 
la viscosité artificielle devrait être amélioré dans le but de minimiser ou d'éliminer 
la fausse entropie crée à la surface. La fausse entropie étant éliminée, il ne resterait 
que celle produite à travers les onde de choc et dans le sillage. La prédiction de 
la traînée en serait simplifiée à intégrer l'entropie produite au choc, à l'aide d'une 
surface qui exclurait le sillage pour obtenir la traînée d'onde comme suggéré dans 
ce mémoire. L a  traînée induite serait simplement trouvée en soustrayant la traînée 
d'onde de la traînée totale sans avoir à isoler la fausse trafnée. 
La prochaine étape consiste à étudier les possibilités qu'offrent les méthodes 
proposées dans ce mémoire pour évaluer la trainée à partir de solutions des équations 
de Navier-Stokes. Ceci n'est pas une tâche facile et évidente puisqu'une source 
d'entropie supplémentaire serait présente dans I'écoulement: la viscosité du fluide. 
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abstract 
The objective of the present work is the evaluation of four airfoil wave drag predic- 
tion methods based on solutions of the Euler equations: Oswatitsch's expression, 
Garabedian's volume integration, body-surface pressure integration and fâr-field 
momentum-aux integration. Results are presented for the inviscid compressible flow 
over a NACA 0012 akfoil. Ln the case of two-dimensional inviscid flows of interest 
here, it is shown t hat the expression of Garabedian systemat ically underestimates 
the wave drag. In contrast with the popular belief, it is demonstrated that no clear 
improvement, in terms of accuracy, results frorn the use of far-field methods with 
respect to body-surface pressure integration. However, drag predictions based on 
Oswatitsch's expression applied on a surface containing only the shocks are less sen- 
sitive to high levels of spurious entropy production (often noted at high angles of 
attack andlor for coarse grids) since the drag contribution associated with spurious 
entropy production is eliminated. Furt herrnore, in t hree-dimensional flows, t hey 
can distinguish the wave drag and the induced drag. A new method is proposed to 
'Associate Professor, AIAA member 
w . ~ . S c .  Student 
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correct the body-surface pressure integration estimates which is less sensitive to the 
level of spurious entropy production. 
1 INTRODUCTION 
In the field of aircraft design, accurate prediction of drag is an essential requirement 
for performance predictions as well as fuel consumption reduction. Dunng a drag 
reduction procedure, an evaluation of the total drag of a wing by body-surface 
integration of pressure and viscous shear is not sufficient. The total drag must be 
evaluated in terms of i ts  cornponents (boundary-layer, induced, a d  wave drags ) to 
identify the source of abnormally high drag production. 
In this work, V ~ ~ O U S  methods for the evaluation of the wave drag are presented 
and implemented for airfoils. The first method involves Oswatitsch's drag expres- 
sion [l] relating wave drag to the rate of entropy production through the shock 
waves. An integration of the rate of entropy production on a closed surface enclos- 
ing the body yields the wave drag. Two types of surfaces are considered: surfaces 
enclosing the body and a suitable surface enclosing only the shocks. The second 
method involves Garabedian's volume integration [2, 31 developed from the ent ropy 
inequality that is fundamentai to the method of artificial viscosity. This rnethod 
relates the rate of entropy production to the expiicit artificial viscosity terms typ- 
ically introduced in inviscid £low solvers and thus transforms the far-field surface 
integration of the rate of entropy production to a volume integration of a positive 
definite quantity over the entire calcdation domain. The wave drag is also evalu- 
ated from integration of the body-surface pressure and by a fa-field momentum-flux 
integration. 
2 INVISCID FLOW CALCULATIONS 
The two-dimensional Euler solver used in this work is a finite-volume cell-centered 
scheme with second- and fourth-order artificial viscosity [4]. The governing equations 
are integrated in time using a fifth-order Runge-Kutta time-stepping scheme. A 
structured O-grid is used to discretise the calculation domain (see Fig. 1). This 
Euler solver is similar to a wide range of solvers used in the aircraft community. It 
is to be noted that the conclusions and recomrnendations of this work apply to any 
conservative Euler solver. 
3 WAVE DRAG CALCULATIONS 
In inviscid flow, the total drag D acting on a body results from the pressure distri- 
bution over the body surface &, and is given by the following body-surface integral: 
where p is the pressure, 5 is the body-surface unit normal, a d  Zis the unit vector in 
the free-stream direction. For the two-dimensional inviscid flows of interest here, the 
total drag of Eq. (1) is the wave drag and the surface integral reduces to a contour 
integral. This is the expression most commonly used for the evaluation of the drag 
and it will be referred to as the body-surface pressure integration in this work. 
The drag coefficient computed using this expression will be denoted CD,. 
A far-field expression for the drag can be derived using the momentum equations 
applied on any control volume enclosing the body of interest: 
where S is the outer surface enclosing the control volume, 5 is the unit outward vec- 
tor normal to the differential surface dS, p is the fluid density, q is the fluid velocity 
vector, and u is the component of velocity in the free-stream direction. Eq.(2) relates 
the drag to a far-field momentum-flux integral. The drag coefficient calculated 
using this momentum-flux integral will be denoted CD,. 
3.1 OSWATPTSCH'S EXPRESSION 
Oswatitsch has derived an approximate expression relating the wave drag to the rate 
of entropy production in a steady adiabatic inviscid flow of an ided gas [l]. In such a 
flow, it is possible to relate the momentum deficit to the rate of entropy production 
using the following procedure. 
First, using the conservation of mass principle over the control volume, the far- 
field expression for the drag of a body (Eq.(2)) can be expressed as: 
where p ,  and U, are the free-stream pressure and velocity, respectively. Assuming 
the fluid to be an ideal gas and the flow to be adiabatic, the expression of the 
conservation of the energy can be expressed as 
where R is the ideal gas constant, 7 is the specific heat ratio, and s is the specific 
entropy. Free-stream specific entropy and Mach number are represented by s, and 
iVlm, respectively When the surface of integration S is sufficiently far from the 
body, the only significant component of the velocity vector is u, p = p, and we can 
obtain the following expression: 
Finally, introducing Eq. (5) in Eq. (3) yields: 
This equation is based on the exact relation between entropy production and wave 
drag in inviscidflows and will be referred to as the exact Oswatitsch's expression. 
The drag coefficient computed with this expression will be denoted CD,. 
The surface of integration S used to derive this expression was assumed to enclose 
the body and to be fax from it. However, any surface of integration that encloses 
only the immediate vicinity of the shock waves can be used since entropy changes 
occur only through the shocks and 4. ii = O on SB. When a surface of integration 
enclosing only the immediate vicinity of the shocks is used to compute the drag 
based on the exact Oswatitsch's expression, the drag coefficient will be denoted 
Expansion of the integrand of Eq.(6) to the lowest order in (s - s,) leads to the 
so-called approximate Oswatitsch's expression: 
The drag coefficient computed by applying Oswatitsch's expression [l] on an integra- 
tion surface enclosing the body will be denoted CD,,, When S in Eq.(7) encloses 
only the shock waves, the drag coefficient will be denoted CDoswlshOck- 
3.2 GARABEDPAN'S VOLUME INTEGRATION 
Garabedian [2] h a .  proposed an alternative way of calculating wave drag based on 
a volume integration over the entire flow-field. In this method, the rate of entropy 
production is related to the explicit artificial viscosity typically introduced in in- 
viscid flow solvers and thus the far-field surface integration of the rate of entropy 
production, derived by Oswatitsch (see Eq.(7)), is transform into a volume integra- 
tion of a positive definite quantity related to the artificial viscosity over the entire 
calculation domain. 
Assuming steady-state Bows and neglecting the fourth-order artificial viscosity 
terms introduced in the Euler equations, an expression relating entropy production 
and artificial viscosity can be derived [Z, 31. This expression can be combined with 
Eqs. (7) to give: 
which is the expression between the wave drag and the volume integration of a posi- 
tive definite quantity related to the artificial viscosity ( 1 1  w It will b e  referred 
to as Garabedian7s volume integration. The drag coefficient calculated using 
Eq.(8) will be denoted CD,.,. Details concerning the derivation of this expression 
c m  be found in Ref. [3]. 
4 RESULTS AND DISCUSSION 
The results presented in this section pertain to the inviscid, compressible flow over 
a NACA 0012 airfoil. The drag expressions developed in the previous section have 
been implemented in the Euler solver described in Section 2. More specifically, the 
following eight expressions have been used: 
1 
where c is the airfoil chord, and T is the artificial viscous stress tensor. 
In these expressions, S, the contour enclosing the body, is taken as the contour 
defined by a specific O-line of the grid used to produce the Euler solutions (see 
Fig. 1). Drag - coefficient calculations have been performed for each O-line, £rom 
the body surface to the outer surface of the calculation domain. Sshock is a contour 
enclosing o d y  the immediate vicinity of the shocks in order to eliminate the spurious- 
entropy drag contribution typically observed near the stagnation point. The drag 
coefficient that includes both the rnomentum and artificial viscous stress contribu- 
tions, CL, has been implemented in order to quantify the relative importance of 
the artificial viscous stresses in the flow. 
Since the flow solver is based on a conservative formulation, the drag coefficient 
based on the body-surface pressure integration (CD,) should be exactly equal to Cb, . 
This is indeed the case with the Euler solutions presented in this section. Therefore, 
the values of CD, and CD, are indistinguishable in ail the figures presented in this 
paper. In regions where the artificial viscous stresses are negligible, CD, should also 
be very close to Co, 
Drag predictions using Eqs.(l3) to (18) highly rely on the quality of the solution 
with respect to the entropy distribution. Fig. 2(a) illustrate typical entropy distri- 
butions produced by the two-diniensional Euler solver used in this work. Spurious 
entropy production is noted in the vicinity of the body surface and more specifically 
near the stagnation point (see Fig. 2(b)). 
Fig. 3(a) shows the variation of the eight drag estimates with respect to S, the 
chosen surface of integration enclosing the airfoil, characterized by its radial distance 
on an integration surface that encloses only the immediate vicinity of the shocks. 
Therefore, these drag estimates aze not functions of 5 so that they are presented as 
constant in Fig. 3(a). In thÏs figure, the drag estimated using Garabedian7s volume 
integration, Co,.,, is given in the legend since its value lies outside of the illustrated 
scale. In fact, as the free-stream Mach number increases, it has been observed that 
Garabedian7s volume integration leads to significantly lower wave-drag estimates 
than the predictions based on the other expressions (see Sable 1). 
A remarkable behavior illustrated in Fig. 3(a) is the fact that when the chosen 
integration surface is far enough from the body (% > 4), the values of CD,, CD,, 
Co,, and CDS are essentially constant and in wry good agreement with one another. 
The values of CD, and CD,, Vary for < 4 since the integration surface does 
not enclose the shocks completely. The difference between CLm and Co,, again 
noted for a < 4 is produced by the artificial viscous stress contribution. 
The drag estimate based on Oswatitsch's expression, Co,,, is lower than the 
previously noted unique value of CD,, CD,, and Ch,. This discrepancy is attri buted 
to the first-order approximation in (s - s,) introduced to obtain Eq.( ï ) .  This 
approximation produces an error which grows with Mm. At lower free-stream Mach 
numbers, the difference between the drag estimate based on the exact Oswatitsch's 
expression, CD,, and Oswatitsch's expression, CD,,, tends to zero (see Fig. 4(a)). 
At such low free-strearn Mach numbers, the four drag estimates CDm, Co,, Co,, 
and CD,,, are essentially equal (see Table 1). 
The very good agreement between the drag estimates Co,, Co,, CD,, and 
CD, clearly indicates that no significant improvement, in terms of accuracy, results 
from the use of a far-field approach with respect to a simple body-surface pressure 
integration. To popular belief, the poor results obtained with body-surface pressure 
integration were attributed to the discretisation of the body surface into panels. 
The pressure integration was thought to be less accurate on this surface leading to 
unsatisfactory pressure coefficients, especially with coarser grids [5, 6, 71. In fact , 
the discrepancies noted between the pressure coefficient and the far-field coefficients 
are caused by the spurious entropy production near the stagnation point generally 
produced by Euler flow solvers. 
Integration of the rate of entropy production on a surface enclosing only the 
immediate vicinity of the shocks, CDrlSho& and CDorw lSho,, produces drag estimates 
that are lower than the essentially unique value of CD,, CD,, Cb,; and CD, since 
such surface of integration allows to remove the drag contribution associated with 
spurious entropy production near the stagnation point. In fact, it is this capacity 
to eliminate the spurious entropy production contribution that represents the main 
advantage of drag calculation methods based on the integration of the rate of entropy 
production. Furthemore, in three-dimensional inviscid flows (not considered here), 
such entropy-based drag predictions allow to distinguish the wave drag from the 
induced drag. In contrast, only the total drag is computed using body-surface 
pressure integration or far-field momentum-flux integration, when analyzing three- 
dimensional inviscid flows. 
Yu et al. [a] have rnentioned that the spurious entropy production is mainly 
caused by inaccurate calculation of the artificial dissipation terms at the body sur- 
face: and proposed to apply a weighting function to scaie the viscous dissipation 
terms in the normal direction so that they are gradually turned on from the body 
surface to the far-field. The effects of this enhancement on drag prediction are il- 
lustrated on Figs. 3(b) and 4(b). It is seen that the drag contribution associated to  
spurious entropy production, represented by the differences (CD, - CD, l S h o d < )  and 
(CDoau - CDorwlShock), is reduced when such weighting is applied. In the present 
work, only the results presented in Figs. 3(b) and 4(b) have been obtained using 
this enhancement. Ultimately, if al1 spurious entropy production in the flow-field 
could be elirninated, the drag coefficients CD,, CD,, Ch, CD,, and CD, I,,, would 
be equal so that any of these methods would be equivalent. 
The behavior of the various drag estimates with respect to grid refinement is 
presented in Table 2. It has been observed that the spurious entropy production in- 
creases with coarser grids. This behavior leads to higher estimates of drag on coarse 
grids compared to fine ones. A correction procedure can be proposed for the body- 
surface pressure coefficient which could be useful especially on coarse grids. The 
difference (CD, - CDslshodt) gives an indication of the contribution of the spurious 
entropy to the total drag CD,. A corrected body-surface pressure integration 
coefficient (denoted Cg:) is given by 
The corrected pressure coefficients are given in the last column of Tables 1 and 2. 
These estirnates are clearly less sensitive to the level of spurious entropy production 
and are in perfect agreement with the CD, I, estimates. 
5 CONCLUSION 
In this work. eight different techniques for the evaluation of the wave drag have been 
presented and implemented for airfoils- These various techniques have been derived 
from the application of Oswatitsch~s expression, Garabedian's volume integration, 
body-surface pressure integration and far-field momentum-flux integration. Results 
are presented for the inviscid compressible flow over a NACA 0012 airfoil. It has been 
shown that the application of Garabedian's volume integration leads to significantly 
lower wave-drag estimates than the predictions based on the other expressions. In 
contrast with the popular belief, it is dernonstrated that, for two-dimensional inviscid 
flows considered in this paper, there is no advantage, in terms of accuracy, of using 
far-field met hods. No significant differences are noted among the drag predictions 
based on Oswatitsch's expression, a momentum-flux integral, and a simple body- 
surface pressure integration, provided appropriate integration surfaces are selected 
and false entropy production near the body surface is negligible. However, drag 
prediction methcds based on the integration of the rate of entropy production, such 
as Oswatitch's expression, aUow the distinction of the wave drag and induced drag 
in three-dimensional flows. In contrast, only the total drag is computed using body- 
surface pressure integration or fa-field momentum-flux integration, when analyzing 
three-dimensional inviscid flows. Drag predictions based on 0swatitsch7s expression 
applied on a surface containing only the shocks are less sensitive to high levels of 
spurious entropy production since the drag contribution associated with spurious 
entropy production is eliminated. A method was proposed to improve the accuracy 
of the body-surface pressure integration estimates which is less sensitive to the level 
of spurious entropy production. 
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Figure 1: Typical O-grid used to discretise the calculation domain 
Figure 2: Mm = 0.85, cr = 0.00, 160 x 40 O-grid: (a) entropy contours; (b) surface 
distribution 
Figure 3: Drag predictions based on different integration contours - Mm = 
0.85,~~ = 0.00, 160 x 40 O-grid: (a) without weighting function; (b) with weighting 
funct ion 
Figure 4: Drag predictions based on different integration contours - M, = 
0.78,~~ = 0.00, 160 x 40 O-grid: (a) without weighting function; (b) with weighting 
function 
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ABSTRACT 
This paper presents a critical study related to the evaluation and breakdown of total 
wing drag based on solutions of the Euler equations for subsonic and transonic three- 
dimensional flows. This study clearly identifies the false entropy production present 
in a11 discretised Euler solutions as the main source of the discrepancies between 
the drag predictions produced by body-surface pressure integrations and far-field 
methods. A good understanding of the entropy production mechanisms present in 
discretised three-dimensional Euler solutions has lead to an original procedure for 
the totai drag breakdown and a new method for the evaluation of the induced drag. 
This new technique is based on body-surface pressure integrations and Oswatitsch's 
expression integrated over suitable integration surfaces. In contrast with the various 
methods for the drag breakdown and the evaluation of the induced drag available 
in the literature, the proposed technique uses an exact formulation and is simple 
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to impiement. Using detailed drag calculations on an elliptic wing (the Xt = 1.0 
wing) and the ONERA M6 wing, it has been shown that this new technique is 
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1 INTRODUCTION 
Lift and drag are two important aerodynamic quati t ies  for aircraft design. The 
lift of a configuration can be predicted quite accurately nowadays but the drag 
prediction still need further investigation. Accurate drag predictions is an essential 
requirement for performaace analysis as well as for fuel consumption reduction. 
Furthemore, the accurate knowledge of the total drag of a configuration is not 
sdEcient for designers, rather, drag needs to be separated in terms of its physical 
components: viscous, induced, and wave drags. 
In the literature [l, 2,3,4] ,  it is generally believed that drag calculations based on 
fax-field methods are more accurate than those produced by the simple body-surface 
pressure and shear stress integrations, the so-called near-field method. Lock [2] and 
van Dam et al. [3], for instance, attribute the imprecision of the near-field rnethod 
for the evaluation of the pressure drag, to the evaluation of a small quantity from the 
near cancelation of two much larger opposing thrust and drag. Cummings et al. [4] 
associate the inadequacy of the pressure integration for pressure drag predictions to 
the need to approximate the curved surface of a wing with flat panels. Yu et al. [l] 
explain that surface pressure integrations give good results only for well converged 
solutions on sufficiently fine grids. van Dam and his CO-workers [3, 51 have related 
the discrepancy between near-field and far-field predictions to the inherent numerical 
viscosity in Euler methods. 
However, for flow solvers based on consorvative schemes, the near-field drag 
predictions should be strictly equal to the far-field predictions. Recent work on 
airfoils [6] has confirmed this fact and has shown that there is no gain in terms 
of accuracy in using far-field methods with respect to near-field methods for drag 
predictions. The discrepancies noted in the literature between far-field and near- 
field predictions were found to result from the false entropy production and artificial 
dissipation present in Euler flow solvers. This finding has resulted in a procedure to 
improve the accuracy of drag predictions produced by body-surface pressure integra- 
tions 161. Nevertheless, it is important to note that far-field methods are çtill needed 
when one wants to express the total drag in terms of its physical components. 
The main objective of this paper is to clarïfy the causes for the imprecision 
observed in drag predictions using body-surface pressure integrations for three- 
dimensional transonic fiows. The vârious entropy production mechanisms present 
in discretised Euler solutions are discussed in order to shed some light on the ap- 
plication of various induced drag prediction methods. Finally, an onginal technique 
for the physical breakdown of the total drag is proposed, leading to a new method 
for the evaiuation of the induced drag. In contrast with the various methods for the 
drag breakdown and the evaluation of the induced drag available in the iiterature, 
the proposed technique uses an exact formulation and is simple to implement. 
2 INVISCID FLOW CALCULATIONS 
The three-dimensional Euler solver used in this work is a finite-volume cell-centered 
scheme with explicit second- and fourth-order artificial viscosity terms 171. The 
governing equations are solved in time using a fifth-order Runge-Kutta time-stepping 
scheme. A structured O-H grid is used to discretise the calculation dornain (see 
Fig. 1). The Euler solver is similar to many Euler solvers typicaliy used in the 
aircraft community. However, it is important to note that the conclusions and 
techniques discussed in this work apply to any conservative Euler flow solver. 
3 DRAG CALCULATIONS 
In inviscid tlow, the total drag D acting on a body results from the pressure distri- 
bution over the body surface SB, and is given by the following body-surface integral: 
where p is the pressure, G is the body-surface unit normal, and ?is the unit vector 
in the freestream direction. For the three-dimensional inviscid flows of interest here, 
the total drag of Eq. (1) is the sum of the wave drag (D,) and induced drag (Di)- 
This is the expression most commonly used for the evaluation of the pressure drag 
and it will be referred to as the body-surface pressure integration in this work. 
The drag coefficient cornputed using this expression will be denoted CD,. 
A far-field expression for the pressure drag can be derived using the inviscid 
momentum equations applied on any control volume enclosing the body of interest: 
where S is the outer surface enclosing the control volume, 5 is the unit outward 
normal to the differential surface dS, p is the fluid density, j' is the fluid velocity 
vector, and u is the cornponent of velocity in the freestream direction. Eq.(P) relates 
the drag to a far-field momentum-flux integral. The drag coefficient calculated 
using this momentum-flux integral will be denoted CD,. 
Discretised solutions produced by any Euler %ow solver always present some level 
of viscosity. This viscosity is introduced, for sake of stability and to ensure that the 
second law of thermodynamics is respected, explicitly, as it is the  case with the Euler 
flow solver used in this work, or indirectly through the use of a specific scheme for 
the convection fluxes. Therefore, for such solutions, the application of the rnodified 
momentum equations over a control volume enclosing the body of interest results in 
the following expression for the total drag: 
where T is the artificial viscous stress tensor introduced into the Euler equations. 
The drag coefficient that includes both the momentum and artificial viscous stress 
contributions will b: denoted Cb,. Masson et al. [6] have shown that the drag 
estimates based on Eq.(3) are strictly equal to the predictions based on body-surface 
pressure integration (Eq.(l)), i.e. CL, = CD,. 
3.1 BREAKDOWN OF THE TOTAL D U G  
In order to break the total drag into its physical components, an alternative but 
equivaient form of Eq.(3) is used. It is obtained by invoking the conservation of 
mass over the same control volume (see Ref.[4] for detâils): 
It has been shown [3, 41 that the first two terms of this equation represeni. the sum 
of the drag associated to entropy production (D,) and the drag associated to  the 
shedding of streamwise vorticity in the wake. The contribution associated to the 
streamwise vorticity is the induced drag (Di). The second integral corresponds to 
the drag contribution of the artificial viscous stresses. The last term in this equation 
is the conservation of mass and should be zero. However, the addition of artificial 
viscosity terms in the continuity equation results in small, but non-zero values of this 
integral. These last two terms of Eq.(4) correspond to drag contributions produced 
by the inherent viscosity present in any discretised Euler solutions. These drag 
contributions, which have no physical rneaning in a rcai inviscid flow, will be denoted 
D,. Eq.(4) can therefore be compactly written as: 
3.2 ENTROPY-PRODUCTION MECHANISMS 
In three-dimensional transonic lifting inviscid flows; the only sources of entropy 
production are the shock waves. However, additional sources of entropy production, 
physically irrelevant, are present in discretised three-dimensional Euler soiu tions. 
For example, Euler flow solvers are known to produce entropy ahead of the shocks 
near the body surface [l]. Entropy production is also typically observed in regions 
of steep pressure gradients like the leading edge of a wing [l]. Furthermore, the 
artificial viscosity transforms the streamwise vorticity in the wake of a lifting wing 
into entropy through the mechanism expressed by the Crocco-Vazsonyi relation [BI: 
where T is the temperature, s is the entropy, and H is the stagnation enthalpy. This 
was also observed by van Dam et al. [9]. Thus, a counterbalancing mechanism is 
observed ivhere the artificial viscosity transforms the drag contributions related to 
the strearnwise vorticity in the wake into drag contributions associated to entropy 
production. 
These sources of entropy are physically irrelevant and directly affect the drag 
predictions. The drag associated with klse entropy production will be called false 
entropy drag and denoted D : ~ ' .  The drag associated to entropy production, D,, 
is therefore composed of two contributions: the h s t  one is the drag produced by 
the shock waves, the wave drag Dw7 and the second one is attributed to  the various 
sources of false entropy production, D"~. This can be expressed as: 
3.3 WAVE DRAG USING OSWATITSCH'S EXPRESSION 
Oswatitsch has derived an approximate expression relating the wave drag, D,, to 
the rate of entropy production in a steady adiabatic inviscid flow of an ideal gas [IO]: 
This equation is based on the exact relation between entropy production and wave 
drag in inviscid fiows [II] and will be referred to as the exact Oswatitsch's ex- 
pression. The drag coefficient computed with this expression will be denoted CD,. 
Expansion of the integrand of Eq. (8) to the lowest order in (s-s,) leads to the so- 
called approximate Oswatitsch's expression found in the literature [l, 2, 3, 4, lo]. 
The exact expression is preferred here since it has been observed that the approxi- 
mate expression gives lower drag estimates with increasing Mach number [6]. 
The surface of integration S used to derive this expression was assumed to enclose 
the body and to be far frorn it. The application of Eq.(8) on such S will necessar- 
ily include the wave drag and the drag associated with fake entropy production. 
However, any surface of integration that encloses only the immediate vicinity of al1 
entropy sources can be used since Oswatitsch's expression is a function of entropy 
only and 4-5 = O on SB. When a surface of integration enclosing only the immediate 
vicinity of the shocks is used, the application of Eq.(8) will d o w  the removal of the 
drag contribution associated wit h false entropy production since only the physically 
relevant entropy production through shock waves is taken into account. In this work, 
this is the method used to evaluate the wave drag. The resulting drag coefficient 
will be denoted CD,. Fig. 1 shows a typical example of a surface of integration 
enclosing only the immediate vicinity of the shocks on an O-H grid section, where 
the computational grid 
3.4 LNDUCED 
The induced drag of a 
is used to define the surface of integration. 
DRAG BY CROSS-FLOW INTEGRATION 
wing is associated to the streamwise vorticity shed in the 
wake. Most existing techniques for the evaluation of the induced drag introduce 
some simplifying assumptions. The integration surface S is assumed to be far from 
the body so that the only departure in the flow properties from the undisturbed 
flow occurs on a downstream plane perpendicular to the freestream. On this cross 
flow plane, the component of the velocity in the freestream direction and the fluid 
density are set equal to  their freestream value (u = Cb, and p = p,). The induced 
drag is then given by 
where Sr is a downstream plane perpendicular to the freestream veiocity (see Fig. 2) ,  
and v and w are the cross-flow velocity components. This is the classical far-field 
induced drag expression [2, 3, 4, 121. A more convenient way of evaluating this 
integral is to express the velocity components in terms of the stream function [12] 
where $ is ihe stream function and C is the strearnwise vorticity. The drag calculated 
with Eq. (10) will be referred to as the induced drag by cross-flow integration, 
and the corresponding drag coefficient will be denoted CDi. 
The procedure presented in Ref. [4] is used here for the evaluation of this last 
integral: (i) a flow visualization software is used to extract a cross-flow cutting plane 
ST from the discretised calculation domain, (ii) the conservative properties of the 
flow are interpoiated from the original grid onto ST, resulting in  the knowledge of 
the flow properties at an unstructured set of nodes on &, (iii) finally, the circulation 
in each triangular three-node ce11 is calculated as well as the stream function a t  each 
node. 
The evaluation of the induced drag using this cross-flow integration is known to 
be sensitive to the location of the integration plane ST (41: as the distance d (see 
Fig. 2) between the trailing edge of the wing and Sr increases, it is observed (see 
Section 4) that the induced drag estimates based on Eq.(lO) typically decrease [4] 
while the drag associated with entropy production grows. This is the manifestation 
of the previously mentioned counterbdancing mechanism observed in the wake of 
discretised Euler solutions (see Section 3.2). Thus the integration plane ST is usually 
located near the trailing edge where the assumptions introduced to obtain Eq.(lO) 
are not strictly valid. This sensitivity of the induced drag estimates by cross-flow 
integrations complicates the systematic application of Eq.(lO). One of the objectives 
of this work is to propose a more systematic technique for the evaluation of Di which 
does not involve any simplibng assumption. The induced-drag coefficient by cross- 
flow integration will be calculated for comparison with the new method developed 
in this work. 
3-5 NEW INDUCED-DRAG PREDICTION METHOD 
In the case of discretised three-dimensional Euler solutions, Eq. (5) st ipulates t hat 
there are three contributions to the total drag of a wing: the induced drag, the drag 
associated to entropy production, and the drag associated to the artificiai viscosity. 
The induced drag is a consequence of the streamwise vorticity and the entropy 
production comes from two sources: the physically relevant entropy production 
across shock waves and the false entropy production observed near the body surface 
and in the wake. The new induced-drag prediction method proposed here is based 
on Eq. (5) which can be re-arranged as: 
where the total drag D is evaluated using body-surface pressure integration (Eq.(l)) 
and Ds is the drag contribution associated to dl sources of entropy production 
except those occuring in the wake. Ds is evaluated using Oswatitsch's expression 
(Eq.(8)) applied over a suitable integration surface S. The appropriate choice of 
the integration surface is critical to ensure a successful application of Eq.(ll). It 
should be chosen so that only the false entropy at the body surface and the entropy 
produced at the shocks is enclosed for the evaluation of LI,. An example of such an 
appropriate integration surface is shown in Fig. 3 for a section of an O-H grid. The 
symbol d represents the maximum distance between the wing trailing edge and the 
downstream portion of the integration surface. A relatively small value of d should 
be selected to exclude the entropy produced by the trailing vortices. The integration 
surface S' used to compute D, + D, employs the surfaces of the cornputational grid 
directly. This has the advantage of being perfectly consistent with the numerical 
method since no error is introduced by additional interpolations. Lnduced drag 
coefficients predicted using Eq.(ll) will be denoted CEw. 
4 RESULTS AND DISCUSSION 
The results presented in this section pertain to the inviscid, compressible, three- 
dimensional flow over two specific wings: the X, = 1.0 wing [3], and the ONERA 
M6 wing [13]. The Xt = 1.0 wing has been especially developed to study induced 
drag prediction methods. It h a  an elliptic spanwise chord distribution with an 
unswept and straight trailing edge. The defining aerodynamic profile is a NACA 
0012 with a root chord of 0.2 m. The semi-span of this wing is of 0.5498 m and its 
aspect ratio is 7.0. A more complete description of this wing can be found in Ref. [3]. 
The ONERA M6 wing has been constructed and tested to provide experimental data 
for code validations. The semi-span of this wing is of 1.476 rn and its aspect ratio 
is 3.5. The defining aerodynamic profile is a ONERA D with a root chord of 1 m. 
A more complete description of this wing can be found in Ref. [13]. 
The drag expressions developed in the previous section have been impiementeci 
in the Euler solver described in Section 2. More specifically, the following nine 
expressions have been considered: 
the wing area, and r is the artificial viscous stress tensor. 
[ J  
In Eqs.(l3), (14) and (15), S, the surface enclosing the body, is taken as the 
(1 - exp [ ( s " )  (?)]) where 7 (7, R, M, 7 s - s,) = 1 - 1 + (7-1)&f& - , A is 
surface defined by a set of specific O-lines of the grid used to  produce the Euler 
solutions (see Fig. 4). Drag coefficient calculations have been performed for each set 
of O-lines, from the body surface to the outer surface of the caiculation domain. The 
integration surface S' in Eq.(lT) has been defined (see Fig. 3) in order to exclude the 
false entropy produced by the vortices in the wake. The integration surface Sshock in 
Eq.(18) is a surface enclosing only the immediate vicinity of the shocks in order to 
eliminate the false-entropy drag contribution typically observed in discretised Euler 
solutions. 
The drag coefficient that includes both the momentum and artificial viscous 
stress contributions, CL, has been implemented in order to quantify the relative 
importance of the artificial viscous stresses in the flow. Eq.(21) is the expression 
for the spurious drag coefficient C;P. This spurious drag includes contributions 
from both the artificial viscosity (D,) and the contribution from al1 the sources of 
false entropy production with the exception of the entropy production by the wake 
vortices. It is cdculâted applying the exact Oswatitsch's expression on a specifically 
chosen integration surface, namely S. Using Eqs.(BO), it is easy to see that C;P 
corresponds to a correction to apply to the drag coefficient estimates based on the 
body-surface pressure integration (Co,) to ensure perfect agreement between near- 
field and far-field estimates: 
Since the flow solver is based on a conservative fomuiation, the drag coefficient 
based on the body-surface pressure integration (CD,) should be exactly equal to CL,. 
This is indeed the case with the Euler solutions presented in this section. Therefore, 
the values of CD, and CL, are indistinguishable in d l  the figures presented in this 
paper. In regions where the artificial viscous stresses are negligible, CD, should also 
be very close to  Co, 
4.1 FAR-FIELD VERSUS NEAR-FIELD METHODS 
A cornparison between the near-field and the fax-field approaches for three-dimen- 
sional inviscid flows is presented in this section. The test cases chosen for this 
cornparison concern non-lifting fiows over the Xt = 1.0 wing operating in the tran- 
sonic and subsonic regimes (at A& = 0.85 and M, = 0.20). The solutions have 
been obtained on a 65x25~35 O-H grid. Figs. 5 and 6 show the variation of CL, 
CD,, and CDS with respect to S, the chosen surface of integration enclosing the 
wing, characterized by its radial distance r from the body surface (see Fig. 4). This 
integration surface is a large cylinder composed of an O-surface parallel to the body 
surface and of end surfaces taken at the symmetry plane (wing root) and the end 
of the computational domain. The values of Co,, C, and CDi are calculated on the 
integration surfaces SB, and Sr, respecti vely. Therefore, t hese drag est imates 
are not functions of f and are thus presented as constants in Figs. 5 and 6. In Fig. 6' 
the induced drag estimated using cross-flow integration, Coi, is given in the legend 
since its value lies outside of the illustrated scale. 
A remarkable behaviour iilustrated in Figs. 5 and 6 is the fact that when the 
chosen integration surface is far enough from the body ( f  > 2.5), the values of Co,, 
CD,, CL, and CDS are essentially constant and in very good agreement with one 
anot her. The values of CD, and Cb, are indistinguishable in Figs. 5 and 6. In fact, 
they are exactly equal since the flow solver is based on a conservative formulation. 
The oscillations uf Co, near the body surface are produced by the artificial viscous 
stress contribution. Away from the body, the artificial viscosity tends to zero so that 
CD, is essentially equal to Co,. Oscillations of CD, for integration surfaces located 
near the body surface are noticeable since the integation surfaces do not enclose 
al1 sources of entropy, namely the shocks and the false entropy at the body surface. 
When the integration surface encloses al1 the entropy production in the flow field 
(Le. when r lc  > 2.5), CD, is equal to the other values because the total pressure 
drag in non-lifting flows is equal to the drag associated with entropy production. 
Thus, it c m  be concluded that there is no advantage, in terms of accuracy, of using 
far-field methods over the near-field rnethod (body-surface pressure integration) for 
drag prediction since they give the same result. However, far-field methods allow 
the physical breakdown of the total drag and offer the possibility of removing the 
contribution of the false entropy production fkom drag predictions. 
4.2 ENTROPY-PRODUCTION MECHANISMS 
For subsonic non-lifting flows, the total pressure drag should be zero since there is 
no shock and no streamwise vorticity is shed by the wing. However, since sources of 
false entropy production are present in discretised Euler solutions, the total pressure 
drag calculated using body-surface pressure integration is non-zero (see Fig. 5).  
Furthermore, the drag computed using the exact Oswati tsch's expression is solely 
due to sources of false entropy production. Since CD, = CDS when r / c  > 2.5, it can 
be concluded that the non-zero pressure drag value is induced by the false entropy 
production. Figs. 5 and 6 clearly show that the total pressure drag for non-lifting 
flows is the sum of the wave drag and the spurious drag which are both related 
to entropy production. Similar conclusions were drawn for 3-D transonic flows in 
Ref. [6] .  It should be noted that for lifting cases, CD, would not be equal to the 
total pressure drag given by CD,, CD,, or Cb, since the induced drag would be one 
cornponent of the total pressure drag. 
Two discretised solutions for the flow over the Xt = 1.0 wing operating a t  i L I ,  = 
0.8 and ai = 4.0" are used tere to study the entropy-production mechanisms present 
in the more cornplex case of transonic lifting flows. Two O-H grids are used for the 
present solutions, that is a coarse (65 x 25 x 35) and a fine (129 x 49 x 66) one. 
The variations of the drag estimates are plotted in Figs. 7 and 8 as a function 
of the distance d / c  between the integration surface and the trailing edge of the 
Xt = 1.0 wing for the fine and coarse O-H grids, respectively. CD,, CD,, and C z  
are shown here as a constant since their integration surfaces are not functions of dlc.  
The evolution of CD,+, as d / c  increases clearly illustrates the entropy production 
mechanism occuring in the wake of discretised Euler solutions. The drag coefficient 
CD,+, increases whereas the induced-drag coeEcient (CDi and CEw) dirninishes. 
This corresponds to  the transformation of the induced drag into drag associated 
with entropy production. At d l c  = 0, the estimate of CD,+, corresponds to the 
sum of the wave-drag coefficient and the spurious-drag coefficient since the entire 
wake is excluded £rom the integration. To obtain a consistent induced-drag value, 
the integration surface has to be as near the trailing edge as possible to avoid 
underprediction of the induced drag. This constra.int is not compatible with the 
assumptions introduced to obtain the expression for the induced drag by cross-flow 
integration. On the other hand, no such problem should xise when using Eq.(20) 
since no simplifying assumption has been invoked during the development of the 
new induced drag expression. 
It has been observed that false entropy production increases with coarser grids [6]. 
This effect can be clearly seen by comparing the values of Cz for coarse- and fine-grid 
solutions (see Figs. 7 and 8). It is interesting to note that the induced- and wave-drag 
predictions are not affected by the grid density since the far-field method used for 
t heir evaluation int rinsicaily removes the spurious drag contri but ion. However, CD, 
increases with coarser grids since it includes the spurious drag. The drag balance 
for transonic lifting discretised Euler solutions is therefore expressed as 
4.3 INDUCED AND WAVE DRAG PREDICTIONS 
In this section, a wide range of test cases found in the literature are used to demon- 
strate the validity and accuracy of the new method of predicting the induced drag. 
Cases for four flow conditions over the two wings described earlier are studied: 
subsonic non-lifting flows, subsonic Lifting flows, transonic non-lifting flows, and 
transonic lifting flows. The coarse O-H grid (65x25~35) has been used to produce 
solutions for al1 cases while some selected cases have been analyzed using a fine 0-5 
grid (129x49~66). It is important to note that the conclusions of this work are valid 
for m y  type of grid. Values for the induced drag calculated by cross-tlow integration 
are given as constants. As rnentioned earlier, this method gives induced drag values 
that Vary with the distance of integration. The induced drag values obtained by 
cross-flow integration and presented in this section are those given for the location 
of the integration plane ST that is the closest to the trailing edge. 
4.3.1 SUBSONIC NON-LIFTING CASE 
Solutions for the subsonic non-lifting flows analyzed in this section can be found in 
Ref. [Ml. The results pertain to the Xt = 1.0 wing operating at zero angle of attack 
and = 0.2. The results of Ref. 1141 are presented in Table 1 and are compared 
with the present calculations for the coarse O-H grid. 
A non-zero lift was obtained in Ref. [Ml. A probable cause is that the solution 
was not fully converged. For lifting flows, such an error is negligible but  for the 
non-lifting flow of interest here, the error is noticeable. This is probably responsible 
for the non-zero induced drag calculated by cross-flow integration. 
The drag balance for subsonic non-lifting discretised Euler solutions is then 
4.3.2 SUBSONIC LIE'TING CASES 
The subsonic Lifting fiows considered in this section dl pertain to the Xt = 1 .O wing. 
Tables 2 to 4 present cornparisons between solutions presented in Refs. [5], [Cl], and 
[14] and those of the present work for various flow conditions. The lift coefficient 
calculated by body-surface pressure integration is denoted CL, and the induced drag 
coefficient based on Prandtl's lifting line theory, CE. 
We can observe £rom the present results that the new induced-drag prediction 
method gives results that compare well with the results obtained with the cross-fiow 
integration. Their accuracy is similar to  that of the predictions based on Prandtl's 
lifting-line theory, showing the validity of the new induced-drag prediction method. 
Al1 the results compare well with the lifting-line theory predictions except for the 
fine-grid solution for which they are lower. 
The effect of grid refinement is shown in Table 4. The false entropy production, 
hence the spurious drag, increases with coarser grids. It is clear that the far-field 
methods allow to remove from the drag estimates the drag contribution of the false 
entropy. Far-field results are essentially independent of the Ievel of grid refinement. 
The drag balance for subsonic lifting discretised Euler solutions is 
Co, = CEW + c; 
4.3.3 TRANSONIC NON-LIFTING CASES 
Transonic non-lifting flows over the Xt = 1.0 wing and the ONERA M6 wing have 
been analyzed and compared to the solutions presented in Ref. [9]. The transonic 
non-lifting flow over the X; = 1.0 is at M, = 0.85 and the corresponding results are 
shown in Table 5. The ONERA M6 is operating at M, = 0.92 with the correspond- 
ing results in Table 6. It is important to  note that the present solutions have been 
obtained on coarser grids than those used in Ref. [9]. As for the subsonic non-lifting 
cases, the wake of the wing produces no entropy so that the value of CD,+, is exactly 
equal to the total pressure drag coefficient Co,, leading to a correct zero induced 
drag when using Eq.(20). On the other hand, non-zero induced-drag coefficients are 
obtained when using the cross-flow integration method with a solution obtained on 
a coarse grid. In this respect, the new method for the evduation of the induced drag 
is much less sensitive than the cross-0ow integration to the level of grid refinement . 
The wave drag obtained in the present work differs from those presented -in 
Ref. [9]. This is attributed to the different methods used to cornpute it. In Ref. [9], 
the wave drag coefficient is calculated wit h the approximate Oswatitsch's expression 
on a plane just downstrearn of the trailing edge. In this work, the wave drag is 
calculated using Eq. (18) with an integration surface enclosing only the immediate 
vicinity of the shocks. Therefore, it is to be expected that the estimates of Ref. [9] 
inciude drag contribution fiom fdse entropy. Furthermore, at these high t ransonic 
Mach numbers, the first-order approximation introduced by Oswatitsch tends to 
underestimate the wave drag. Thus, if Oswatitsch's expression had been used in 
its exact forrn, the wave drag coefficient would have been very close to the total 
drag calculated with the body-surface pressure integration which is the sum of the 
spurious and wave drags. 
The drag balance for transonic non-lifting discretised Euler solutions is 
4.3.4 TRANSONIC LIFTING CASES 
Table 7 presents the results of the analysis for the %ow over the Xt = 1.0 wing 
operating at Mm = 0.80 and a = 4.0'). The second Lifting transonic flow is over the 
ONERA M6 wing opersting at M, = 0.84 and cr = 3.06". In each case, a coarse 
and fine O-H grids were used. The corresponding results are presented in Tables 7 
and 8. 
As for the subsonic lifting flows, we can observe from the present results that the 
new induced-drag prediction method give results that agree well with the results 
obtained with the cross-flow integration. For the Xt = 1.0 wing (see Table 7 ) ,  
their accuracy is comparable to that of the estimates based on Prandtl's lifting-line 
theory. For the ONERA M6 wing (see Table 81, even though the new induced-drag 
prediction method compares well with the cross-flow integration, the induced drag 
is still lower than the prediction of the lifting-line theory that gives the minimum 
amount of drag, i.e. for an Oswald factor of 1.0. 
For both cases, wave drags calculated on the coarse and fine grids are in good 
agreement. This was achieved by isolating the fdse entropy fiom the entropy pro- 
duction using an integration surface inclosing only the irnmediate vicinity of the 
shocks. However, the present predictions are lower than the predictions of Ref. [9]. 
The use of an integration plane downstream of the shocks in Ref. [9] is probably the 
cause of this discrepancy. 
5 CONCLUSION 
A new induced drag method has been developed. It uses the body-surface pres- 
sure integration and Oswati tsch7s expression integrated over a suit able surface. The 
advantages of this new method is that it uses no simplifying assumption, is sim- 
pler to implement: and is insensitive to the level of grid refinement. It has been 
demonstrated that this method is valid for a wide range of flow conditions (sub- 
sonic, transonic, lifting or non-lifting) and is in very good agreement with Prandtl's 
Lifting-line theory and the widely used cross-flow integration technique. 
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1 Drag coefficient x I O 4  1 
Table 1: Coefficients for the subsonic non-lifting case of the Xt = 1.0 wing at 




Drag coefficient x IO4 1 
1 Solution 
Grid 
C-H 121 x 5 1  x 4 0  
O-H 65 x 25 x35  
L 
Ref. [14] 1 C-H 121 x 51 x 40 0.3470 100.0 1 N/A 
1 Ref. [5] 1 C-H 121 x 71 x 50 1 0.3482 1 80.0 1 N/A 







1 Ref. [5] 
22.0 
39.4 




1 Present work 1 O-H 65 x X  x 35 1 0.3477 1 111.6 1 60.9 




and a = 4.0" 
Drag coefficient x IO4 
0.0 
0-0 
Table 3: Coefficients for the subsonic lifting case of the Xt = 1.0 wing at Mm = 0.2 











C-H 121 x 5 1  x 4 0  
























1 Drag coefficient x 104 1 
Table 4: Coefficients for the subsonic lifting case of the Xt = 1.0 wing at  hi- = 0.35 
and QI = 4-O0 






C-H 121 x51 x40 
O-H 129 x49 x 66 
O-H 65 x 2 5 x  35 
Table 5: Coefficients for the transonic non-lifting case of the Xt = 1.0 wing at 











Solution Grid CL, CD, 
Ref. (91 C-H 161 x46 x 3 7  0.0000 198.8 
Present work O-H 65 X %  x 35 0.0000 228.3 
1 Solution 1 Grid 























Table 6: Coefficients for the transonic non-lifting case of the ONERA M6 wing at 












C-H161x41x41 0.0000 254.1 1 NIA 1 NIA 0.0 1 0.0 251.4 N/A 








O-H 65 x 25 x 35 
Table 7: Coefficients for the trmsonic lifting case of the X, = 1.0 wing at M, = 0.8 
CD, 





0-0 ' 191.7 
0.0 260.6 0.0000 
Grid 
C-H 135 x 4 1  x 30 
0 -H 129 ~ 4 9 x 6 6  







































I Drag coefficient x IO4 I 
Table 8: Coefficients for the transonic lifting case of the ONERA M6 wing at Mm = 
0.84 and cr = 3.06" 
Solution 








C-H 161 x41 x41 
O-H 129 x49 x 6 6  




























Figure 2: Integration surface ST for the evaluation of Coi 
Figure 3: Lntegration surface S' for the evaluation of CD,+, 
Figure 4: Integration surface S for the evaluation of CD,, Co,, and CD, 
Figure 5: Drag prediction variation with distance of integration surface normal to 
the wing - Xt = 1.0 wing at  Mm = 0.2 and n = 0.0' 
Figure 6: Drag prediction variation with distance of integration surface normal t o  
the wing - Xt = 1.0 wing at M, = 0.85 and a = 0.0" 
- - - -  
C D *  
Figure 7:  Drag prediction variation with distance of integration surface behind 
trailing edge - Xt = 1.0 wing at M, = 0.8 and cr = 4.0°, fine grid 
Figure 8: Drag prediction variation with distance of integration surface behind 
trading edge - Xt = 1.0 wing at M, = 0.8 and cr = 4.0°, coarse grid 
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